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Resumo

Neste trabalho estudamos as equacgdes diferenciaisdsi®in uma vizinhanca de um ponto
singular isolado. Usando a abordagem geomeétrica de Briiag para o estudo da multiplici-
dade de uma equacao diferencial binaria, introduzinmos definicao de indice para esta classe
de equacdes, o qual coincide com a definicao classittogépara o indice de equacdes dife -
renciais binarias positivas. O principal resultado € fionaaula que expressa o indice em termos
de informacao obtida a partir dos coeficientes da egquagginal. A invariancia do indice por
equivaléncias suaves & também estudada. Para uma elgsssdal de equacdes diferenciais
implicitas, relacionamos o indice da equacao conctexlde especiais 1-formas e campos veto-

riais em variedades com singularidades isoladas.



Abstract

In this work we study binary differential equations in a riddgrhood of an isolated singular
point. Following the geometric approach of Bruce and Tatihi@ir work on multiplicity of a
binary differential equation, we introduce a new definit@frindex for this class of equations,
which coincides with the classical definition by Hopf for e binary differential equations.
The main result is a formula expressing the index in termsfafrmation obtained from the
coefficients of the original equation. The invariance ofitiaeex by smooth equivalences is also
proved. Some results relating the index with the indices-fafrins and vector fields in singular

varieties are given for a special class of implicit diffearahequations.
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Introdu@o

Uma equacao diferencial implicita (EDI) & uma equaga forma

F(xy.p) =0, (1)

ondep = %ﬁ eF : R® — R & uma funcao suave. As singularidades das EDI’s forandasts
por Lak Dara em [14]. Ele mostrou que em uma vizinhanca de amopsingular regular (ver
Definicao 3.5) a forma normal & dada gir= x, e em pontos singulares nao regulares mostrou
que existe um conjunto aberto e denso no espaco da todaac®sF de R2 emR com a
C3-topologia de Whitney tais que os pontos singulares nadaegs s&o de cinco tipos. Os trés
primeiros sao de tipo sela, né ou foco e os dois Gltimogis&ipo cluspide eliptica ou hiperbolica
(Teorema 3.9). Davydov em [15], mostrou que em uma vizinaaeoum ponto singular de tipo
sela, no ou foco as formas normais §a-y— 3x% =0, p? +y+ 4x% = 0 oup? +y+ 2x2 =0,
respectivamente, e provou que as formas normais em uméaigga de um ponto singular de
tipo cuspide eliptica e hiperbolica, tém modulo fuoral.

QuandadFpp(0) # 0, a Equagao (1) se identifica, numa vizinhanga da origemma equagao

diferencial binaria (EDB) da forma
E(x,y)[dx dy] = a(x, y)dy? + 20(x, y)dxdy-+ c(x, y)dsé = 0 )

ondea, b,c: R? — R sao fungdes suaves. Prova-se usando o Teorema 3.9 qericgarente os
Gnicos pontos singulares sao de tipo sela, nd ou focortanto nesta classe de equacdes, nao
acontece moduli. Este tipo de equacdes aparece em vanms da matematica em particular
em geometria diferencial, por exemplo, no estudo das lidbasirvatura e no estudo das linhas
assintoticas de uma superficie &h

Quando a equacao diferencial binaria & positiva, éstd = b —ac > 0 e 5(x,y) = O se,



somente sea(x,y) = b(x,y) = c(x,y) = 0, Hopf define em [32] um indice para este tipo de
equacdes em um ponto singular isolado da EDB (ver Teorehd.Zste indice € um invariante
topolbgico no espaco das equacdes diferenciaisibgpositivas. Nesta direcao, J. W. Bruce e
Farid Tari em [9] introduzem a multiplicidade de uma EDB, muwizinhanca da origem, como
0 nUmero maximo de pontos singulares de tipo sela, no@ude uma perturbacao genérica da
EDB dada por

Et(x,y)[dx, dy] = & (x,y)dy?+ 2bx (x, y)dxdy+ ¢ (x,y)dx = O. (3)

Procuramos neste trabalho estender a definicao do jrafida por Hopf (Teorema 4.16), para
EDB’s nao necessariamente positivas usando as idéiaslitiplimidade de uma EDB introduzi-
das por J. W. Bruce e Farid Tari em [9].

Quando os coeficientes da equacgao diferencial binanaasaliticos reais, definimos um
indice em termos de perturbacdes boas da EDB (ver Da€irfics) e mostramos no Teorema 6.8
gue este indice independe das perturbacoes boas esslaxibindo uma formula que expressa
o indice em termos de informacgdes obtidas a partir doficieetes da equacao original. A
invariancia do indice por equivaléncias analiticgs@ada no Teorema 6.18.

Para EDB’s com coeficientes suaves que satisfazem a umacaond finitude, o indice
é definido usando a férmula dada no Teorema 6.8. A invai@gpor equivaléncias suaves é
provada usando um tipo de desigualdade de Lojasiewicz daflaarema 6.23 e a existéncia da
perturbacao dada no Teorema 5.9.

Uma equacao diferencial binaria com coeficientes ndogmulos na origem pode ser inter-
pretada como uma equacao implidites,y, p) =0, p= %’ comFp(0) # 0. Para esta classe de
equacdes, relacionamos o indice da EDI com o indice fdama w = dy— pdxe o indice do
campo gradiente de, definidos sobre a variedade singutas 0. A extensao destes resultados
para equacoes diferenciais binarias com coeficienties na origem &€ um problema aberto, cuja
solucao vai depender do estudo de formas diferenciaisawgularidades nao isoladas definidas
em variedades singulares.

O primeiro capitulo deste trabalho trata sobre fatoshagia Teoria das Singularidades e as

propriedades de conjuntos algébricos, semialgébragwiticos, semianaliticos e subanaliticos.



No capitulo 2, apresentamos algumas propriedades deeidg um campo vetorial sobre
uma variedade suave e apresentamos resultados sobre flagdéccampos vetoriais e 1-formas
em variedades com singularidades isoladas, estudadas. [ithélihg e S. M. Gusein-Zade em
[18].

No capitulo 3, mostramos resultados conhecidos de egsaljferenciais implicitas (EDI’S)
como, por exemplo, as formas normais de uma equacaonifalémplicita em torno de pontos
singulares genéricos e um invariante diferenciavel para EDI.

O capitulo 4 & dedicado ao estudo dos pontos singularemdequacao diferencial binaria.
O principal resultado & o Teorema 4.8. Neste capitulodhtzimos uma relacao de equivaléncia
no conjunto de todas as EDB's, a no¢ao de perturbactesdmequacdes diferenciais binarias
e apresentamos alguns invariantes conhecidos de EDB’s.

No capitulo 5, provamos a existéncia de perturbacdas para equacdes diferenciais binarias
com coeficientes analiticos reais e mostramos a existélegperturbacdes para EDB’s com co-
eficientes nao necessariamente analiticos, as quaifagatn algumas propriedades Uteis.

O capitulo 6 contém os principais resultados do trabdlefinimos o indice de uma EDB
com coeficientes analiticos reais em termos de pertadsagéas e mostramos no Teorema 6.8
que este indice independe das perturbacgdes boas esslexibindo uma formula que expressa
o indice em termos dos coeficientes da equacgao originalTeddrema 6.17, mostramos que o
indice da EDB & invariante por equivaléncias anaktieais. Mostramos ainda como estender
o indice para uma classe de equacdes diferenciaisgdsn@m coeficientes suaves.

No ultimo capitulo, capitulo 7, definimos um indice p&fl’'s analiticas reais quando
Fpp # 0 em um ponto singular isolado e mostramos que este indibe gEr expresso em ter-
mos do indice da 1-forme» = dy— pdx e do indice do gradiente d& Usando a Teoria de
Singularidades estudamos 0s pontos singulares e as p@deboas de um tipo especial de
EDI.



Cagtulo

1

Preliminares

Na primeira parte deste capitulo introduzimos as na@sgddefinicdes basicas, usualmente
utilizadas na Teoria de Singularidades. Em seguida, defsas seguintes categorias de con-
juntos: algébricos, semialgébricos, analiticos, se@liticos e subanaliticos. Os resultados des -
critos nas Secodes 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4 podem ser encontnadasferéncias [3], [4], [25], [34] e
[47].

1.1 Preliminares da Teoria de Singularidades

Sejax € R". Consideremos o conjunto das aplicacdes suaves definidaa vizinhanca de
x € R" com valores enR™. Neste conjunto vamos introduzir uma relacao de eqemnai.
Sejamf :U — RMeg:V — R™ neste conjunto. Dizemos gdeé equivalente g se existir

uma vizinhancaV dex emR" tal quef|,, = g, .
Definicao 1.1. As classes de equivaicia .0 chamadas de germes de aplidas suaves em x.

Notagao: f : (R",x) — (R™M,y), ondey = f(x). Dizemos que& & a fonte do germe g é
meta do germe.

O conjunto de todos os germes de aplicagdes suaves coaxfen®, f : (R",0) — R™
sera denotado paf,m. Quandom = 1, indicaremos apenas p&k. O anelé, € local e tem
como Unico ideal maximah, = {f : (R",0) — R | f(0) = 0} = (xg,...Xn). Analogamente,
indicaremos pory,, o anel de germes : (K",0) — K, comK = R ouC, com f analitica real
guandoK = R ou holomorfa quand& = C.

A classe de equivaléncia das aplicacdes suaves cujasdies na origem coincidem até a
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ordemr, no desenvolvimento de Taylor omitindo-se o termo constantienominadejato de
f na origem, e a notacao usadg &(0). O conjunto de todos asjatos & denotado pdf (n,m).
Denotaremos R-algebra local dd porQ(f) = &,/(f), onde(f) = (fq,..., f) € 0 ideal de

&n gerado pelas funcdes coordenadag de

Defini¢do 1.2. Dizemos que o germe:f(R",0) — R™ & finito se a dimerd@ daR-algebra

local Q(f) & finita.

Varios grupos agem e#h m. Quando dois elementdsg € &, m €Stédo em uma mesma orbita
~ . ~ . <@
segundo a ac&o do grupg dizemos qud e g sao¥-equivalentes e denotamos pok g.
As relacdes de equivaléncia de nosso interesse sataagieginidas pelas acdes dos seguin -

tes grupos (de Mather):

Defini¢do 1.3. Seja f: (R",0) — (R™,0). Definimos:

Z = grupo dos germes de difeomorfismagR",0) — (R", 0) cuja aggo em fé a compo -
sicio a direita, istoé, foh™1.

% = grupo dos germes de difeomorfismos " x R™ 0) — (R" x R™, 0) tais que HXx,y)
= (x,0(x,y)) e H(x,0) = (x,0). A aplicago 6 & um difeomorfismo d&™, dependendo de

x € R", sua ag@o transforma f na aplicap
X +— Bx(f(X)).

Equivalentemente, H age nogiico de f enR" x R™,

A =% x € (produto semi-direto).E o grupo formado pelos germes de difeomorfismos
H: (R"x RM0) — (R"x R™O0) que 0 escritos na forma kk,y) = (h(x),8(x,y)), com
he Z e H(x,0) = (h(x),0). O diagrama comutativo abaixo descreve umé&equivaéncia

entre os germes f e dR",0) — (R™, 0):

®",0) 20 (mnsRm0) . (R",0)

d Jt |
(R",0) 122, (g RM0) . (R",0)
onde id: (R",0) — (R",0) & a aplicag@o identidade d®R" e 17, : (R" x R™ 0) — (R",0) a

projec@o carbnica. Note que H age no gfico da f, aplicando-o no @fico da g.
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Notacao.f z g

O grupo.#” & chamado grupo de contato. O grug@ subgrupo normal de”".

Definicio 1.4.C'- ¢, 9 =%, € ou ., 1 > 0, 4o definidos como acima, tomando difeomor-

fismos de classe'd > 1 ou homeomorfismo, quande-|0.

A classe dos germes de interesse & a daqueles que podepresentdados pelo seu polind -
mio de Taylor de alguma ordem. A linguagem basica para istolee o conceito de determina -
cao finita. Muitos trabalhos sao dedicados a caraetgfiz da determinacao finita e outros
buscam encontrar estimativas para a ordem de deternoinema respeito as varias relacoes de
equivaléncia. Como estamos interessados particulaemergrupa’’, introduzimos o conceito
de germe’ -finitamente determinado. Para outros grupos de Mather aichi &€ analoga. A

referencia basica para este assunto & [47].

Definigio 1.5.Um germe f: (R",0) — (R™,0) & r - C'-.# -determinado, [> 0, se para todo
germe g (R",0) — (R™,0) com | f = j'g enfio f & C-# -equivalente a g.

Se fér - C'-¢-determinado para algum« o, enfio f & C-# -finitamente determinado
ou G- finito e r (0 menor podsel) & o grau de determindp de f.

Quando I= «, dizemos apenas queéfz -finitamente determinado.
Proposicdo 1.6.(Mather [36]) Seja f: (R",0) — (R™,0), com n< m. S0 equivalentes:
a) fé. 7 -finitamente determinado;
b) f é%-finitamente determinado;
c) dimg Q(f) < oo.

As definigdes seguintes sao de J.C. Tougeron [45Y; 8eJ' (n, p) s&o conjuntos algébricos,
comV, 1 C TV, o conjuntoV dos germes de aplicacdédais quej’ f(0) € V;, para toda
e chamado dero-algébrico. A codimensao d¥; € menor ou igual a codimensaode ;. A
codimensao d¥ é definida pelo limite das codimensdes\equandor — «. Dizemos que
uma propriedade” dos germes de aplicagtasontece em gerale & acontece exceto para um

conjunto pro-algébrico de codimensao infinita.
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Suponha&/ pro-algébrico. Entao, a codimensao\de infinita se, e somente se, para todo
ze J'(n,m), existef ¢ V tal quej' f(0) =z
O préximo teorema & devido a Mather e Tougeron (ver [4%])[40 teorema pode também

ser encontrado em [6] e [47].

Teorema 1.7.A propriedade de’ -determinago finita acontece em geral para germes f
(/)@nym.

O resultado seguinte apresenta um invariante conhecidoapér-equivaléncia.

Teorema 1.8.(Mather [37]) Sejam fg: (R",0) — (R™ 0) germes.# -finitamente determi-
nados. Erdio, f & 7 -equivalente a g se, e somente seRa&lgebras locais Qf ) e Q(g) sdo

isomorfas.

A proposicao e o corolario abaixo apresentam caraeigbizs daz -equivaléncia de Mather.
Proposicdo 1.9.(Mather [36]) Sejam fg: (R",0) — (R™,0). SAo equivalentes:

a) f egfo0%-equivalentes;

b) os ideais das furies coordenadas de f e giguais, istee,

(f) = (1., fm) = (91, -, Om) = (9);

c) existe uma matriz inveirel M, mx m, com coeficientes e# tal que f=M-qg.
Corolario 1.10. (Mather [36]) Sejam fg: (R",0) — (R™, 0). S0 equivalentes:
a) f e g$o.7-equivalentes;

b) existe um germe de difeomorfismo(R",0) — (R",0) tal que f e g h Ao ¢-equiva -

lentes;

c) osideais das furdgs coordenadas de f etp Ao iguais, istce,

(f) = (f1,.... fm) = (920 h), ..., (Imoh)) = (goh);
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d) existe uma matriz inveirgel M, mx m, com coeficientes e#h tal que f=M-goh.

A CP-@-determinaczo finita foi estudada por varios autoresagigo de Wall [47] contém

uma descri¢cao dos principais resultados.

Definicao 1.11.Dizemos que f satisfaz a uma coré&bgde Lojasiewicz, se existem constantes

positivas ¢ &x tais que|| f (X)|| > c||X|

9 numa vizinhancga da origem.

Teorema 1.12.(Wall [47]) Seja fe &, m, com n< m. S0 equivalentes
a) f satisfaz a uma condi@ de Lojasiewicz;
b) f & C°-%-finitamente determinado;

c) f & C%-# -finitamente determinado.
Existem caracterizacdes analogas pa@i-a# -equivaléncia quando > m, que n&o serao

utilizadas neste trabalho, mas que podem ser encontrad@sgm

1.2 Transversalidade

SejamN, P variedades suaves$,: N — P uma aplicacao suave@ uma subvariedade d&
Denotaremos podyf : TyN — TyP a aplica¢ao diferencial dé emx € N tal que f(x) =y.

Entao,f é transversal ® se, e somente se,

paratodox € N tal quef(x) =y € Q.

Proposicgdo 1.13.Sejam N, P variedades suaves, N — P uma aplicagéo suave e Q uma

subvariedade de P. Seéftransversal a Q dimQ+ dimN < dimP, enfio f(N)NQ = o.

Sejam N, B, P variedades suave®e N x B — P uma aplicacao suave. Palec B,
indicamos po®, : N — P a aplicagao definida p@y(x) = ©(x,b). SejamQ C P uma sub-

variedade suaveB, C B 0 conjunto dos pontdstais que®, seja transversal Q.
Lema 1.14.Se®: N x B— P & transversal a @ P, en&o T, & residual em B.

Sejaf : N — P uma aplicag@o suave. Para c&daN definimosJ*f : N — JX(N,P) uma

aplicacao suave que a caxla N associalkf (x), o k-jato def emx.
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Teorema 1.15.(Teorema de Transversalidade de Thom) Sejam N, P variedadeses e Q uma
subvariedade deXJN,P). Enio, o conjunto de aplicdies suaves & C*(N,P) tais que ¥f
é transversal a Q forma um subconjunto residual d&IL P). Se Qé fechado, o conjunté

aberto.

Corolario 1.16. Sejam N, P variedades suaves e Q uma subvariedade ded@,Entonjunto
de aplica@es suaves de N em P gu@mdransversais a @ denso em TN, P). Se Qé fechado,

0 conjuntoé aberto.

1.3 Conjuntos algbricos e semiafgricos

Definicao 1.17.Um conjunto XC R" & algébricose existem furiigs polinomiaisif R" — R,
i=1,...,ktais que X= {xe R" | f1(x) = --- = fx(x) = 0}.

Como nossos objetos sao reais, poderiamos simplesnigatadeX & algébrico se existe
uma funcdo polinomiaf: R" — R, tal queX = {x € R" | f(x) = 0}. Basta consideraf =
f24-- + 2.

Exemplo 1.18.A esfera padio unitaria "1 = {(xg,...,%)) € R"[X2 +--- +xZ = 1} & um
n

conjunto algbrico. De fato, consideranddy, ..., x,) = le,-z —1, claramente f1(0) =S 1.
i=

Proposicao 1.19.Sejam XY conjuntos algbricos enRR". Entio, XUY e XNY 40 conjuntos

algébricos.

Proposicao 1.20.Sejam YC R™ um conjunto algbrico e F: R" — R™ uma aplicago polino-

mial. Enio, F~1(Y) ¢ R" & um conjunto algbrico.

A imagem de um conjunto algébrico por uma aplicacao pofiilal nem sempre & um con-

junto algébrico. Observemos o contra-exemplo a seguir.

Exemplo 1.21.Considere o tculo pad@&o unitrio St emR? e 1: R? — R a proje@o card -
nica 7(x,y) = x. Pelo Exemplo 1.18,'% um conjunto algbrico, masm(S') = [~1,1] ndo &

algébrico.

Este contra-exemplo motiva a definicao de uma classe reeas gue a dos conjuntos algeé -

bricos, a saber a classe dos conjuntos semialgébricos.
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Definicao 1.22.Um conjunto XC R" & semialgébrico basicee existem furiigs polinomiais

f,01,...,0¢: R" — R tais que

k
X={xeR"| f(x)=0}N([){xeR"|gi(x) > 0}).
i=1

Um conjunto semialgébrice a reunéo finita de conjuntos semiafricos lasicos. Logo, se
X C R" & semial@brico, existem furligs polinomiais;fg;; definidas enR", tais que
k

X=J{xeR"| fi(x) =0}n( 5 x € R" | gij(x) > 0}).
i=1 =1

Observages.

a) Os conjuntos algébricos sao, claramente, conjuntogigebricos.
b) O conjuntaX = {(x,y) € R? | x? +y? < 1} & semialgébrico, mas n&o & algébrico.

c) EmR, um conjunto semialgébrico € a reuniao finita de intevalbertos, fechados, semi-

abertos e pontos.

d) SeX,Y c R" sao conjuntos semialgébricos, enioY, X —Y, R"— X, R"—-Y eXNY

sao também semialgébricos.

e) SeX c R"eY c R™Msao conjuntos semialgébricos, ena Y ¢ R" x R™ & um conjunto

semialgébrico.

Proposicdo 1.23.Se Xc R" & um conjunto semiaddprico, enéio o fecho de X, denotado pXr;

€ um conjunto semiaédprico.

Definicao 1.24.Seja XC R". Dizemos que &uncaoF : X — R & semialgébricae o gafico de

F,graf(F) = {(x,y) € XxR | y=F(x)}, & um conjunto semiadgprico.

A proposicao a seguir decorre de um teorema estruturalquarjuntos semialgébricos (ver

Teorema da Decomposicao Cilindrica [3]).
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Proposigao 1.25.Se XC R" & um conjunto semiafgprico, enéio X tem um amero finito de

componentes conexas e cada uma destas compotgeaitada um conjunto semiagrico.

Teorema 1.26.(Tarski-Seidenberg [3]) A imagem de um conjunto sengiatigo X C R" por

uma projeéo 1r: R" — R"1 & um conjunto semiagdprico.

Corolario 1.27. A imagem de um conjunto semiahlgico por uma aplicago polinomialé um

conjunto semialgbrico.

1.4 Conjuntos anglcos, semiandticos e suban#icos

As informacdes que introduzimos para conjuntos seraiaigds podem ser estabelecidas para
outros conjuntos, num sentido bem mais geral, como & o aascahjuntos semianaliticos e

subanaliticos.

Definicao 1.28.Um conjunto XC R" € analiticose para todo x X, existe uma vizinhanca U

de x emR" e uma fun@o anaitica f: U — R, tal que XnU = f~1(0).

Todo conjunto algébrico & analitico, poréem nem todojuwao analitico € algébrico. Por

exemplo,f~1(0) ondef (x,y) = y—In(x).

Definicao 1.29.Um conjunto XC R" & semianalitico basicse para todo »x X, existe uma
vizinhanca U de x eR" e fun@es anaditicas f,gi,...,0«: U — R, tais que
k
XNU ={xeR"| f(x) =0}N(({xeR"|gi(x) > 0}).
i=1
Definicao 1.30.Um conjunto semianaliticé uma reuro finita de conjuntos semianatos

basicos.

A semelhanca que existe entre a definicao de conjuntcesatitico e a definicdo dada na
Secao 1.1 para conjunto semialgébrico, justifica o f&a@uae muitos resultados validos para
0S conjuntos semialgébricos também valham para os cogjeemianaliticos, mesmo estes
tltimos tendo uma definicao de carater local. Porém tedlos resultados sao validos como,
por exemplo, o Teorema 1.26 de Tarski-Seidenberg. Isto ntsaa definicao de uma categoria

muito mais geral que semianaliticos, a saber, os conjsotosnaliticos.
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Definicio 1.31.Um conjunto XC R™ & subanaliticcse existe um conjuntd ¢ R", n > m,

semianditico, tal que a proje@io 7: R" — R™ restrita aX & uma aplicago propria e X= 11(X).

Com esta definicao o Teorema de Tarski-Seidenberg tenarsladeiro.

Podemos citar como propriedades dos conjuntos subanaliti

a) Todo conjunto semianalitico & subanalitico.

b) SeX,Y sao conjuntos subanaliticos enf8a Y, R" — X (Teorema de Gabrielov [21]),

R"—Y (Teorema de Gabrielov [21]X NY e X —Y sao também subanaliticos.

c) SeX C R & um conjunto subanalitico, entado & reuniao finita de intervalos abertos,

fechados, semiabertos e pontos.

A classe de conjuntos subanaliticos satisfaz ao resukadainte, conhecido pdrema da

Sele@o da Curva enunciado e provado por Milnor [38], para a categoria dgurios semi-

algébricos.

Teorema 1.32.(Lema de Selép da Curva [13]) Seja A um subconjunto subadtiab emR" e
b € A. Enfio, existe uma curva ariéita y: [0,1) — R" tal quey(0) = b e y(t) € A, para todo
t>0.



Cagtulo

2

Indices em variedades singulares

Neste capitulo apresentamos 0s principais resultaddsecaos para o indice de um campo
vetorial sobre uma variedade suave. Em seguida, apresesitasultados sobre indices para
campos vetoriais e 1-formas em variedades com singula$dadladas, estudados por W. Ebe -
ling e S. M. Gusein-Zade em [18]. Estas definicdes de ewsatisfazem a um resultado tipo

Poincaré-Hopf e, quando a variedade € suave coincidenoamnceito classico de indice.

2.1 Indice de campos vetoriais em variedades suaves

Sejaf : (R",0) — (R",0) um germe suave tal que O & isolado €m'(0). Entao, o indice
Indgf de f em O € definido como segue: escolhemos uma bola fedByadia centro zero e raio
remR" tal quef—l(O) N By =0, e sej&5 o bordo deB;. Entao, o indice dé em 0 € o grau da
aplicacao f

Este indice independe da escolha do raio da bola fedBadatambém pode ser definido como
a soma de sinais do jacobiano tlem todos os pontos da imagem inversa de um valor regular
de f perto de zero.

Sejam M uma variedade suave de dimensa® TM o fibrado tangente dM. Seja
X :M — TM um campo vetorial com uma singularidade isoladaxgnBeh: U — R" & um
sistema de coordenadas locaisMeno pontoxp tal queh(xp) = 0, entédo, o indice do campo

vetorial X emXg € definido como o indice do germe

dhoXoh™1: (R",0) — (R",0),
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em zero. Este indice independe do sistema de coordenadés éscolhido.

Algumas propriedades do indice para campos vetoriaisraegeserao enunciadas nos se -
guintes teoremas.

O resultado abaixo mostra que o indice de um germe indepdmd®motopias. Sejam
f,g: (R",0) — (R",0) germes suaves tais que 0 & isoladofem(0) e g~1(0).
Teorema 2.1.Seja H: R" x [0,1] — R" uma homotopia tal que t,0) = f(x) e H(x,1) =
g(x). Se existe uma vizinhanca B @eal que para todo x B— {0} e t€ [0,1], H(x,t) # O,
enfio indyf = indpg.

Outro resultado que sera usado em varias partes dess¢hivaho seguinte teorema. Sejam
f: (R",0) — (R",0) um germe suave tal que 0 & isolado €m(0) eF : R"x (—-1,1) — R"
uma aplicacao suave tal qi€x,0) = f(x) para todax € R". Para cadac (—1,1), indicamos
por f; : R" — R" a aplicacao definida pd(x) = F (x,t).

Teorema 2.2.Sejat suficientemente@imo do zero. Efio,

indgf = Indy f;.
xeftZ(O)

O teorema a seguir mostra que o indice de um germe pode seddefin termos algébricos.
A assinatura de uma forma bilinear simétrica & definidaccarmoma de sinais das entradas de

gualquer matrix diagonal que representa a forma bilineaétsica.

Teorema 2.3.(Eisenbud-Levine [20]) Seja :f(R",0) — (R",0) um germe finito, e seja&
Q(f) a classe residual do jacobiano de f. $e Q(f) — R & um funcional linear tal que

¢ (Jo) > 0, e(,) &€ uma forma bilinear sigtrica em Qf) definida por(p,q) = ¢ (pq). En&o,
indof = assinatura de(,).

Como uma consequéncia do Teorema 2.3 temos:

Corolario 2.4. (Eisenbud-Levine [20]) Sejam:f(R",0) — (R",0) um germe finito, e | um

ideal de @ f) maximal com respeita propriedade ¥ = 0. Ento,

lindof | = dime Q(f) — 2dimg .
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Teorema 2.5.(Eisenbud-Levine [20]) Seja:f(R",0) — (R",0) um germe finito, isté, existe
um inteiro positivo k tal que fnc (f). Se g (R",0) — (R",0) & uma aplicago suave tal que

j3f(0) = j®°g(0), onde s> k, enfio inch f = indpg.

detfN]
detNJ|

indices de dois germes que s#6-equivalentes ou sao iguais ou diferem por um sinal.

DadaN € GL(n,R), denotamos por sigN| = . O teorema a seguir mostra que 0s

Teorema 2.6.Suponha que os germes f e @s# -equivalentes, ist&, existem um germe
suave M: (R",0) — GL(n,R) e um germe de difeomorfisma fR",0) — (R",0) tais que
f =M-goh. Entio,

indgf = signM(0)] - indog - signdoh].

Como veremos no teorema a seguir, o valor absoluto do ir@digm invariante completo

para aC%-.# -equivaléncia.

Teorema 2.7.(Nishimura [39]) Sejam fg: (R",0) — (R",0) germes €-_# -finitamente de-

terminados e B~ 4. Eno,
f e g $i0 C°-7 -equivalentes se, e somente &gy f| = |indog|.

O proximo teorema mostra que para germes de aplicac@esagil-.# -finitamente deter-
minados, o indice dé em zero coincide com o indice de algurato de f. A demonstracao

segue facilmente do Teorema de Nishimura e do Teorema 1.12.

Teorema 2.8.Seja f: (R",0) — (R",0) um germe de class€CSe f satisfaz a uma conédig
de Lojasiewicz, ist@, se existem constantes positivas @ &is que|| f(x)|| > c|[x/|*, numa

vizinhanca da origem, efid f~1(0) = 0 e existe r inteiro positivo tal que igd = indgj" f.

SejaM uma subvariedade suave orientada, compacta e sem boi#l$ delicaremos por

X (M) a caracteristica de Euler 8 e por Ing,X o indice do campo vetoriad emxXo.

Teorema 2.9.(Teorema de Poinc&rHopf ) Seja X um campo vetorial em M, com uimero

finito de singularidadesz...,xn. Ento,

X(M) = glndxix.
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2.2 Indice de campos vetoriais em variedades singulares

Nesta secao introduzimos uma definicao do indice deampo vetorial sobre uma variedade
com singularidades isoladas e mostraremos que com estegdefia teorema de Poincarée-Hopf
continua verdadeiro.

Uma variedade com singularidades isoladas & um espaotbgppo M ¢ R™, que & uma
variedade suave fora de um subconjunto disc®etdV. O subconjunt&é chamado de conjunto

singular deM.

Exemplo 2.10.Seja f: R — R uma funéo suave definida por(k,y,z) = x* +y> — 2. O

conjunto M= f~1(0) define uma variedade singular e=S{0} & o conjunto singular de M.

Um difeomorfismo entre duas variedades com sigularidadésliasM; e M2 € um homeo-
morfismoh: M; — My tal queh(S) =S eh‘Mfsl € um difeomorfismo.

SejamM C R™uma variedade com singularidades isolad§®e&onjunto singular d#.

Definicdo 2.11.Dizemos que um ponto singulaEexS é de tipo cone se existe uma vizinhanga

de x em M difeomorfa ao cone sobre uma variedade suave W

A variedade suav®\ € chamada de link do pontoe S. Denotaremos o cone sobre a
variedade suawdk por CW = (I x W) /({0} x W), ondel = [0, 1].

Definicao 2.12.Uma aplica@o contnua X: M — R™ & um campo vetorial em M, se X, &

um campo vetorial tangente a MS e Xx) = 0 para todo x€ S.

SejaX : M — R™Mum campo vetorial eV. Indicaremos poBx = SU{XeM | X, (X) =
0}, o conjunto de pontos singulares do camf0A propriedade do pontp ser de tipo cone

garante que existe um campo vetorial radial definido em umiahanca do pontg.

Lema 2.13. Suponha que g um ponto singular de tipo cone de M. BEof existe um campo

vetorial radial X4 definido em uma vizinhanca do ponto p em M.

Demonstra@o: Suponha que & um ponto singular de tipo cone & Pela Definicao 2.12,
existe um difeomorfismb: U — CWj,, ondeU & uma vizinhanga do ponfpemM. Considere
o campo vetoria¥ : | x Wy, — T (I x W) definido porY (t,x) = (1,0x), onde Q & o vetor nulo

deTx(Wp). Portanto, o campo vetorial radial € dado Pay = dhﬁ{p} oYo [ |

h\uf{p}'



2.2indice de campos vetoriais em variedades singulares 17

Existem diversos trabalhos recentes que apresentam @efndistintas para o indice de
um campo vetorial em uma variedade singular, por exempld28] e [41]. A definicao que
daremos a sequir & devida a W. Ebeling e S. M. Gusein-Zadé&&Jre[usa o conceito de campo
radial introduzido por M.H. Schwartz em [42], [43] e [44].

SejamX : M — R™um campo vetorial ervl e p € Suma singularidade isolada do campo
X do tipo cone. Entao, existe uma vizinhatntae p deM tal queX nao tem singularidades em
U — {p}. Do Lema 2.13, existe um campo radaly definido em um abertd C U do ponto
p emM. Usando particio da unidade & {p}, podemos obter um campo vetorklem

U—{p} tal queX = X em uma vizinhanca perto do bordodes )N(‘V = Xrad-

Definicao 2.14.([18]) Seja p uma singularidade isolada de X. BEot oindice do campo

vetorial X em pé definido por

qeS—{p}
Este indice independe da escolha do cone e do campo véfafvar [18]). Um resultado

tipo Poincarée-Hopf & dado na proposicao abaixo.

Proposicao 2.15.([18]) Sejam M uma variedade com singularidades isoladasgacta e sem
bordo e X um campo vetorial sobre M, com utmrero finito de pontos singulares, x. ., X;.
Entao,
r
X(M) =" IndyX.
2

Definicdo 2.16.Dizemos que um ponto singular de tipo cone $é suaviavel se VY & o bordo

de uma variedade suave compacta.

SejamX : M — R™um campo vetorial eVl e p € Suma singularidade isolada suavizavel
do campaoX. Entao, existem uma vizinhanthde p emM e uma variedade compa&a tais
queU é difeomorfo aCW,, X nao tem pontos singulares din— {p} e 0\7p =W,. Podemos
supor queJ = CW,,.

Identificando a variedaday, comW, x {3} obtemos a variedade sua¥iguw, (Wp x 3, 1]).
Usando particao da unidade &fpuw, (W x [3,1]), podemos obter um campo vetorkalem
Vp U, (Wp x [3,1]) tal queX = X emW, x [3,1].
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Proposicgao 2.17.([18]) Seja p uma singularidade isolada suadvel de X. Eréo,

indpX = % indgX — X (Vp) + 1.
gesz

2.3 Indice de 1-formas diferenciais em variedades singulares

m
SejamM uma subvariedade suave B8 de dimensam, e w = Zaidx uma 1-forma enR™,

ondea; sao fungdes suaves definidas B e {dxy,...,dxn} € Ia base dual associada a base
candnica dR™. Indicaremos pow,, a 1-forma induzida pow emM pela aplicagao inclusao
deM emR™.

De modo analogo a definicao de indice de um campo vé&mnaariedades suaves, podemos
definir indice para 1-formas. Sepeum zero isolado da 1-forma,, isto &,w,, (p) = 0 e existe
uma vizinhanc&) dep emM tal quew,, (x) # 0 paratodx € U — {p}. Sejah~1:U — R"um

sistema de coordenadas locaisMi@o pontop tal queh~1(p) = 0. Assim,h*(a,,) o pull-back
n

da forma(qM por meio deh, define uma 1-forma e®R". Sejah*(ch) = Za.dx Entao, o
|
indiceip(w,,) dew,, em p & definido como o indice do germe

(ag,...,an) : (R",0) — (R",0),

em zero. Este indice independe do sistema de coordenadés éscolhido.

Teorema 2.18.Sejam M uma variedade suave compacta, orientada, sem boglp ema

1-forma, com um imero finito de zerosx...,x.. Entao,

r

X(M) =3 ix(@),).

De modo analogo a definicao de indice de campos vetagrai variedades com singulari -
dades isoladas, podemos definir um indice para 1l-formasagi@dades com singularidades
isoladas. Esta defini¢cao foi introduzida por W. Ebeling SGusein-Zade em [19].

Sejamaw,, uma 1-formaM e p € Suma singularidade isolada dg,, do tipo cone. Entao,

existe uma vizinhandd de p emM tal quew,, nao tem singularidades etth— { p}. De modo
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analogo ao Lema 2.13, podemos encontrar uma 1-forma ragigldefinida em um aberto
V C U do pontop emM. Usando uma particao da unidade ¥m- { p}, podemos obter uma
1-formad emV — { p} tal que® = w,, em uma vizinhanga perto do bordodee & = w4 €M
V.

Definicao 2.19.([19]) Seja p uma singularidade isolada de,,. Ento, oindice dew,, em pé

definido por

ip(w,) =1+ 3 iqw.
9eSp—{p}

Este indice independe da escolha do cone e da 1-farmaaer [19]). Um resultado tipo

Poincaré-Hopf & dado na proposicao abaixo.

Proposicao 2.20.([19]) Sejam M uma variedade com singularidades isoladasjgacta, e sem

bordo ew,, uma 1-forma, com umimero finito de pontos singulareg, x., X .. Enfo,

XM) = S i (@)

Sejaw,, uma 1-forma enM e p € Suma singularidade isolada suavizaveldg. Entao,
existem uma vizinhandd de pemM, e uma variedade compa(flgtais queJ é difeomorfa a
CWp, w,, nao tem pontos singulares é&m- {p} e 0Vp =W,. Podemos supor qug = CW,

dentificando a variedadsy, comW, x {3} obtemos a variedade sua¥iguw, (Wp x 3, 1]).
Usando particio da unidade, podemos obter uma 1-f@bnean V, Uw, (Wp X [%,1]) tal que

0= w,, emW, x [3,1].

Proposicao 2.21.([19]) Seja p uma singularidade isolada suaavel dew,, . Entao,

ip(w,) = Zwiq(@) —X(Vp) +1.

e

Sejaf : R" — R™M™uma fungado analitica real tal qii€0) = 0 e 0 € uma singularidade isolada
emM = f~1(0). Entao, o conjunt® define uma variedade com singularidade iso&eia{0}.
n
Sejamw = z aidx uma 1-forma enR", w,, a 1-forma induzida pow emM pela aplicacao

|
inclusdao deM emR™, X o conjunto de todos os valores criticosfdeV; = {xe R" | f(x) = ¢}.
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Proposigao 2.22.([19]) Seja0 uma singularidade isolada dg,, e € ¢ 2. Enao,

i w) = ' ve) — Ve)+ 1.
io(w,,) q;glqw ) —X(Ve)

SejaM C R" uma variedade com singularidades isoladxsien campo vetorial erVl que
€ a restricao de um campo vetorial analitico eal (ay, ..., a,) definido emR". Seja a 1-forma
n
W= Z aidx definida emR".
|

Proposicgao 2.23.([19]) Seja0 uma singularidade isolada do campo vetorial X em M. d@ent
io((JqM) = indoX.
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Equa@es diferencias impgitas

O objetivo deste capitulo € apresentar resultados cadtede equacoes diferenciais implici -
tas (EDI's) que serao utilizados no trabalho. Inicialneedéscrevemos os pontos singulares
destas equacdes e mostramos que tais singularidades gpedestudadas através do contato da
1-formaw = dx— pdycom o criminante da EDI. Em seguida, apresentamos as foronasis
de uma equacao diferencial implicita em torno de ponitogutares genéricos. Na secao 3.3
descrevemos um invariante diferenciavel para uma EDddhizido por J. W. Bruce e F. Tari em
[9]. As principais referéncias para este capitulo s3dTl, [8], [9], [14], [15] e [16].

3.1 Pontos singulares

Uma equacao diferencial implicita (EDI) € uma equaga forma

F(xy.p)=0 (3.1)

ondep = g—i eF & uma funcao suave efr,y, p) € R3. Uma curva integral de (3.1) € uma curva
suave

o = (ag,a0): (0,1) — R?

tal queB(t) = (a(t), as(t), %) € uma solucao de Equacao (3.1), isté §3(t)) =O.

SeF, é diferente de zero em um pontry, Yo, Po) da Equacéo (3.1), segue do Teorema

da Funcao Implicita que a Equacao (3.1) se reduz, numiahanca do pontdxo,yp), a uma
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equacao diferencial ordinaria da forma

dy
d—x—g(x,y)~

Assim, para cada valor dw tal queF (Xo, Yo, Po) = 0 €Fp(Xo, Yo, Po) # 0 obtemos uma curva in-
tegral que passa pelo por{t®, Yop). Portanto, uma EDI pode ser pensada como uma superposicao
de equacdes diferenciais ordinarias e determinarallgente varias curvas integrais por um
ponto dado no plano.

Os pontos de uma equacao diferencial implicita (3.5) qaieF, # 0 séo estudados com as
ferramentas das equac0des diferenciais ordinariasmiss estudo de uma EDI (3.1), os pontos
de interesse sao aqueles para os quais a EDI (3.1) ndolseloedlmente a uma EDO. Tais
pontos correspondem aos zeros das equa€ded, = 0. Como o estudo destes pontos & de
carater local, € suficiente estudar a funE&m uma vizinhanca de um ponto fixado. Denotamos
por (F,q) o germe dé- emqtal queF(qg) = 0.

Pelo teorema de Sard, genericamente, a Equacao (3.Xjnileieuma superficie suave.
Entao, podemos supor nesta se¢do que 0 & valor regular déssim, M = F~1(0) & uma
superficie suave dada pela Equacao (3.1). 8ejg® — R? a aplicacao projecao definida por

(XY, p) = (x,y). Considerer,, : M — R? a aplicacaat restrita aM.

Defini¢ao 3.1.Um ponto(Xg, Yo, Po) da superitie suave Me chamado ponto singular da equa -

cao diferencial impicita (3.1), se2 um ponto dtico da aplicago 11, .

Geometricamente, 0s pontos singulares correspondem aspdatsuperficie suawd tais
que o plano tangente dé no ponto é perpendicular ao plai3 x 0. Escolhendo sistemas de
coordenadas locais d¢ em pontos singulares da EDI, obtemos que os pontos singudace
solugbes das equacdes= F, = 0.

O conjuntoC dos pontos criticos da funcag, & chamado deriminantee corresponde a
zeros da aplicagéor = (F,Fp) : R3 — RR2. A aplicacadCr & chamada a aplicac&o criminante.

Genericamente, o0 conjunto de zeroSggeforma uma curva suave.

Definicao 3.2. A imagem do criminante pela aplicag 71,, € chamada curvaiscriminanteda
EDI.
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Um resultado classico de Whitney [48] estabelece que paraamjunto aberto e denso do
espaco das funcdes de clagse F : R3 — R com a topologia de Whitney, os nicos pontos
criticos da projecaar,, séo dobras e cUspides, onlde= F~1(0). As dobras correspondem a
pontos tais quépp # 0 e as clspides a pontos tais gty = 0 e Fypp # 0. Em um ponto de
dobra, escolhendo sistemas de coordenadas locadsed®?, a forma normal &u,v?) e em um
ponto clspide a forma normal @, v+ uv).

Dois métodos sao usualmente utilizados para o estudoog@s@es diferenciais implicitas,
0 método da transformacao de Legendre [8] e o0 métodowdmiamento do campo de linhas a
um campo de vetores no fibrado projetivo. Este Gltimo m&tgde sera usado neste trabalho,
consiste em desdobrar a EDI em uma simples EDO sobre umcespag complicado. Tal
meétodo & realizado pela aplicacap, desdobrando a EDI (3.1) em uma equacao diferencial

ordinaria dada pelo campo vetorial

0 7} 0
§=Foy t PFpé.—y — (Rt pr)(;—p

tangente M.

Uma das propriedades deste campo vetorial € que a imagenapietacaar,, das curvas
integrais do campé sobreM, corresponde a curvas integrais da EDI (3.1). Os zeros dp@&m
emM correspondem a um tipo especial de pontos singulares, theegtudados nos proximos
teoremas.

Sejaw = dy— pdx a 1-forma definida erk3, chamada 1-forma de contato. O estudo de
uma EDI também pode ser feito estudando uma 1-forma detoatedinida emM = F~1(0).

Indicaremos pow),, a 1-formaw induzida emM e porE‘M 0 campo vetoria€ restrito aM.

Teorema 3.3.Sejam M uma supédie suave e e M. Ento, ¢ € um zero dey,, se, e somente

se, @ & um zero do campo vetorigj,.

Demonstragio: Sejado = (Xo, Yo, Po) Um zero dew,. Considere a transformacao lin€fy :

R3 — R? definida por

Too (U, v, W) = (F(q)u+ Fy(q)v+ Fp(q)w, v — pou).
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Note que o nlcleo d&y, & o espago tangente demaqp. Entao, o posto d&y, & 1. Portanto,
F(do) = Fp(do) = (F«+ PFRy)(do) = 0.

Reciprocamente, sef um zero do campo vetorid|,,. Entao,F(do) = (Fx+ pFy)(do) =
Fp(go) = 0. Da hipotese quil & suave, segue qug(go) # 0. Logo, obtemos quelf)(qo) =
(—pPoFy(do), Fy(ap),0). Como(Lf)(qo) & ortogonal alg,M, temos que, para todw,v,w) €
TgoM, —pou+Vv = 0. Portantogp & um zero daqM. [ |

Defini¢ao 3.4.Dizemos quéF, qp) € equivalente &G, g1 ), se existe um germe de difeomorfismo
h: (R?,z) — (R?2z) que leva curvas integrais de G em curvas integrais de F, onde q
(20, P0) € o1 = (z1, p1). Analogamente, dizemos q(fe qo) é topologicamente (analiticamente,
respectivamente) equivalente(&,q;), se hé um germe de homeomorfismo (atied real,

respectivamente), que leva curvas integrais de G em cuntegriais de F.

Definicao 3.5. Um ponto singular g da EDI € regular se a aplica@o criminante G é regular

no ponto g € w.(do) # O.

Genericamente o criminante de uma EDI (3.1) & uma curvaeseays zeros daj. sao
isolados. Portanto, o conjunto de pontos singulares resgiaaberto e denso no criminante.
Pelo Teorema 3, os pontos singulares regulares nao anulam o campoalefgri O teo-

rema a seguir caracteriza os pontos singulares nao regular

Teorema 3.6.Seja @ um ponto singular. Eido, ¢ € réo regular se, e somente g8, (qo) =0

ou Fyp(go) = 0.

Demonstra@o: Sejaqp € um ponto nao regular. Entao, analisando a aplicagéonanteCr

no pontog temos:
(i) Se aplicagao criminanter & nao regular ergp, entaoFpp(do) = 0.
(i) Se a aplicagao criminante- & regular ento, entao pela Definicao 3.8)_(do) # 0.

Para demonstrar a reciproca devemos supor que a aplicagéananteCr emqg € regular, pois
caso contrario o pontgy obviamente seria nao regular.

Reciprocamente, suponha qug (go) = 0. Entao,go € ndo regular. Agora suponha que
Fpp(do) = 0. Entao, o veto(0,0,1) pertence ao espago tangentédemdp, l0go, w.(do) = O.

Portantogp € nao regulai
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3.2 Formas normais de uma EDI

O Teorema a seguir, demonstrado por Lak Dara em [14], penatligzir a EDI a uma forma
normal, em torno de um ponto singular regular, por meio dengsrde difeomorfismos locais

no plano.
Teorema 3.7.Seja g um ponto singular regular de F. Bot (F,q) & equivalente #X — P2, 0).

Como consequéncia deste teorema temos que: A familiardascintegrais de uma EDI,
proximo de um ponto singular regular, & difeomorfa a unmailia de parabolas semi-ctbicas

dada pela equacao= X2 -+ C.

Figura 3.1: Curvas integrais numa vizinhanca de um ponigusar regular.

O resultado acima caracteriza 0s pontos singulares reguldPortanto, resta estudar os
pontos singulares nao regulares, que correspondem pedleriia 3.6, a zeros da 1-formg. ou

a zeros do campo vetorigF, Fp, Fpp).

Definicao 3.8. Sejam(F,q) o germe de uma EDI e g um ponto singular de F que sat&$az

condiges kp(q) = 0 e Fypp(q)Fx(a) # 0. Entio:
(i) Dizemos que @ uma Gispide eiptica se(FFpy — FyFpx) (q) > O.
(i) Dizemos que @ uma @spide hiperblica se(FFpy — FyFpx) (q) < O.

Em [14], Lak Dara utiliza o teorema de Transversalidade denTpara estudar os pontos
singulares nao regulares de uma EDI. O principal resultisdte estudo &€ o seguinte teorema.

SejaC(R?) o conjunto das fungdes @& emR com aC3-topologia de Whitney.

Teorema 3.9. (L. Dara [14]) Existe um subconjunto denso e abefta- C(R3) tal que se
F € A\, enfio 0s pontos singularesin regulares de F & de cinco tipos. Os &s primeiros
correspondem a selaprou foco do campo vetoridl,,, e os doidiltimos a uma @spide eiptica

ou hipertblica.
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Com respeito as formas normais do subconjunto C(R3), Lak Dara no artigo [14] conje-

turou que:

() Seqé um ponto singular nao regular do tipo sela, n6 ou focoestopo vetoriak),,, entao
o germe(F, q) & equivalente respectivamenté® +y -+ 4x%,0), paraA <0,0< A < 1,

A > %1, correspondendo a sela, no e foco.

(i) Se g & um ponto singular nao regular do tipo cUspide elipter@tdao o germéF,q) é

equivalente &x— p°+yp,0).

(iii) Se g & um ponto singular nao regular do tipo cuspide hipéchdkentdo o germér, q) €

equivalente gx— p° —yp,0).

Em [15], Davydov demonstrou que a conjectura €& verdadeireaso em que 0s pontos singu-
lares nao regulares sao do tipo sela, no ou foco do cantpoale,,, € com respeito as cuspides
eliptica e hiperbolica, afirmou que € falsa e provou quel@sas normais, mesmo com relagao

a equivaléncia topologicas, tém modulo funcional.

Teorema 3.10.(Davydov [15]) Seja g um ponto singular do tipo sel®&, ou foco do campo
vetorial §,. Enio, o germe(F,q) & equivalente dp?+y+ 4x2,0), paraA < 0,0 <A < ,

A > %1, correspondendo a selapre foco.

Figura 3.2: Pontos singulares nao regulares de tipo selafoco, respectivamente.

Davydov em [15], também mostrou a equivaléncia top@aégium ponto singular nao regu-

lar do tipo sela, no ou foco.



3.3 Invariantes de EDI’s 27

Teorema 3.11.Seja g um ponto singula@o regular do tipo sela, mou foco do campo vetorial
§,,- Entio, 0 germeF, q) & topologicamente equivalente g +y— 3x2,0), (p?+y+ 73%2,0)
ou (p?+y+5x2,0).

Seja D o conjunto de EDI’s tais que a aplicagag € uma aplicacao propria. O seguinte
teorema demonstrado por A. A Davydov, Ishikawa, Izumiya &V&un em [16], caracteriza 0s

pontos singulares nao regulares num subconjunto densr®ale D.

Teorema 3.12.Existe um subconjunto denso e abeXtolo espaco D tal que se EZ e gé

um ponto singular &o regular de F, erito o germe(F,q) & equivalente dp? — y+ kx2,0),
<p2 - X<X_y)27o) ou <p¢ <y7 p) — X 0), Onde¢ <07 O) = ¢p(o7 O) =0e ¢y(o7 O)¢pp(ov O) 7& 0.

3.3 Invariantes de EDI'’s

Em [9], J. W. Bruce e Farid Tari definem a multiplicidadg- o, para um germer, 0) analitico
de uma EDI como o nUmero maximo de pontos singulares ifutenes de perturbacdes genéricas
da complexificacao do gernt€, 0).

SejaF : (K3,0) — (K3,0), (K =R ou C), F = (Fy,F,F3) um germe analitico quando
K =R ou holomorfo quand& = C. Denotamos pom(Fy, F,, F3) = dimg Q(F).

O resultado abaixo, demonstrado por J. W. Bruce e Farid mafi9¢ permite expressar a

multiplicidade em termos de dimensdes de algebras.

Teorema 3.13.Seja(F, 0) um germe andfico tal que niF, Fp, Fx+ pFy) < o e m(F, Fp, Fpp) <
co. EnfAo, M(F,O) = m(F7 Fpa F+ pr) + m(F7 va Fpp)'

Determinar condicdes para que a multiplicidade sejaafiaitiescrever o tamanho do con-
junto das EDI's com multiplicidade finita sdo dois problendk interesse. O teorema a seguir

demonstrado por J. W. Bruce e Farid Tari em [9], respondeasgmsguntas.

Teorema 3.14.(a) A multiplicidadeé finita se, somente se, os inteirosFrp, Fx + pF) e
m(F, Fp, Fpp) sao finitos.

(b) O conjunto das EDI's de multiplicidade infinieade codimer& infinita no espaco das
EDI’s.

A condigo (b)é equivalente a dizer que a propriedade da multiplicidadésfimcontece em

geral.
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SejamF e G equacdes diferenciais implicitas. Sejn=F~1(0) eN = G=1(0).

Teorema 3.15.Sejam M e N variedades suaves gun zero isolado dos campos vetoriais
(F,Fp, Fx+ pPFRy) e (F,Fp, Fpp). Se(F,qo) e (G,a1) sio equivalentes, e@b indy, &), = indg, &,

d ] ]
ondeé = Fpg + PFogy — (Fx+ pr)a_p-

Demonstra@o: Suponha queéF,qo) e (G,q1) sao equivalentes, ondg = (zp,po) € Q1 =
(z, p1). Entao, existe um germe de difeomorfisme: (hy, hy) : (R?,z9) — (R?,z1) que leva
curvas integrais d& em curvas integrais d@, isto &, sea = (a1,a2) : (—1,1) — R? & um

curva suave tal quE (a1 (t), ao(t), gégg) =0, entadG((hyoa)(t), (hooa)(t), Eﬂzzgg:g%) =0.

Agora, consideré! : R® — R3 dada poH (x,y, p) = (h1(X,Y), ha(X,y), %EW)' F

facil ver queH & um difeomorfismo. Se = (a1, a2) : (—1,1) — R? & uma curva suave, entao

(hloa)’(t))
(hzoa)(t)™

H(au(t), az(t), ) = ((hroa)(t), (hzo a)(t),

o qual mostra quei,, : M — N.
Da hipo6tese quep € um zero isolado do campo vetori@, Fp, Fpp), Segue que as curvas
integrais do campg;,, emM sao da formgB(t) = (al(t),az(t),%), logo, H),, leva curvas

integrais do campo vetorig|,, em curvas integrais do campo vetodg]. Portanto, ing,¢;,, =

|ndq1€‘N



Cagtulo

4

Equa@es diferenciais berias

Neste capitulo introduzimos o conceito de ponto singwarda equacao diferencial binaria
e apresentamos algumas propriedades destes pontos canexeptplo, 0 Teorema 4.8. Na
secao 4.2, introduzimos uma relacao de equivalérieonjunto de todas as EDB’s e a nog¢ao
de perturbacdes boas de EDB’s. Em seguida, apresentdgurs anvariantes conhecidos de
EDB'’s.

4.1 Pontos singulares de EDB’s

Uma equacao diferencial binaria (EDB) & da forma
E(x,y)[dx dy] = a(x, y)dy?+ 2b(x,y)dxdy+ c(x, y)dsé = 0 (4.1)

ondea,b,c: R? — R s&o funcdes suaves. A func@o: R? — R definida pord = b® — ac

& denominada fung#o discriminante e o conjuite: {(x,y) € R?| §(x,y) = 0} & chamado
discriminante Uma curva integral da equacao diferencial binaria)(@.adma curva suave
a:(0,1) — R?tal queE(a(t))[a’(t)] = 0. Uma equago diferencial binaria & positivase 0

e d(x,y) = 0 se, e somente sa(x,y) = b(x,y) = c(x,y) = 0. As singularidades de equacdes

diferenciais positivas sao estudadas em [5], [28], [290.[

Exemplo 4.1. As linhas de curvatura de uma suger& emR2 em torno de um ponto urilico

determinam uma equag diferencial birria positiva

(gF — fG)dy? + (gE — eG)dxdy~+ (fE —eF)dX¥¥ =0
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onde e, f, g e E, F, G& os coeficientes da segunda e primeira formas fundameataassi-

perficie, As singularidades desta eq@agoram estudadas em [28], [29] e [30].respectivamente.

Figura 4.1: Linhas de curvatura numa vizinhanca de pontdslicos.

Exemplo 4.2. As linhas assiritticas de uma supédie emR? determinam uma equag dife -

rencial biraria ndo necessariamente positiva
edy + 2fdxdy+gdx = 0,

onde e, f, g 0 os coeficientes da segunda forma fundamental da SajgerAs singularidades

desta equad@o 0 estudadas em [22], [23] e [24].

Figura 4.2: Linhas assintéticas numa vizinhanca de opdoabolicos.



4.1 Pontos singulares de EDB’s 31

Quando a equacao diferencial binaria (4.1) & dada peless de curvatura de uma superficie
emR3, os pontos singulares correspondem a pontos umbilicospafcie dada. De maneira
geral, se a EDB (4.1) & positiva entao os pontos singutameespondem a pontos do plano tais
gue o ponto e todas as direcOes através do ponto sad@sslda Equacao (4.1). Equivalente-
mente zgp € um ponto singular se, e somenteaey) = b(zp) = c(zp) = 0.

Neste trabalho generalizaremos esta definicdo para EDBsarias.

Definigdo 4.3. Dizemos quege R? & um ponto singular de E se(#)[dy(2), — ()] =0 e
d(z) = 0.

Usando a Equacao (4.1), temos quege um ponto singular dé entao
(b*—ac)(z0) =0 e [5(ad—bdy)+3(cd, —bd))(z) =O.

E facil verificar que os pontos umbilicos de uma superfeghR2 correspondem a pontos sin-
gulares da EDB dada pelas linhas de curvatura.

A seguir mostraremos algumas propriedades dos pontodaiagule EDB's.

Multiplicando a equagao diferencial binaria (4.1) péx,y) ec(x,y), temos:
Se zg &€ um ponto singular d&, entdozy € um zero dos campos vetorigid, ad, — bdy) e
(8,cdy —bdy). A reciproca nem sempre € verdadeira, mas supondo algeonas;zdes obte-

MOosS 0S seguintes lemas.
Lema 4.4. Seja 3 um zero do campo vetorigb, ady — bdy). Entio:

() Se 3 & um zero &o degenerado do campo vetor{d@, ad — bdy) e um ponto singular de
E, enfio a(zo) # 0 e &y(20) #0.

(i) Se &zy) # 0, en&o z & um ponto singular de E.

Demonstra@o: (i) Sejazy um ponto singular d&. Vamos mostrar quea(zp) # 0. De fato,
suponha, por absurdo, ga&z) = 0. Entaop(zp) = 0. Pela defini¢ao de ponto singuleizg) =

0 oudy(zp) = 0. Suponha que(zg) = 0. Nesse caso, substituindo o porgmas equagdes

Ox = 2bby—axc—ac, e oy =2bb,—ayc—ag, (4.2)
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temos quedy(zg) = dy(z9) = 0. Calculando o determinante da diferencial do campo \adtori
W = (8,ad¢ —bdy) em(x,y) obtemos:

detdxy)W] = [O(aydc+adky — bydy — bdyy) — Oy (axd + adu—bxdy —bdyx)|(x,y).  (4.3)

Usando a Equacao (4.3), temos quedjgtV] = 0, o que & um absurdo. Suponha agora que
dy(z0) = 0 ec(z) # 0 . Entao, pela Equagao (4.2)(z) = 0. Usando a Equagao (4.3), temos
que dejd,W]| = 0, o que & um absurdo. Portanézg) # O.

Vamos agora mostrar qu¥(z) # 0. De fato, suponha, por absurdo, gyézg) = 0. Neste
caso, segue da hipotese oqézp) = 0. Logo, pela equagao (4.3), temos qugdjgtv] =0, o
gue & um absurdo.

(if) Suponha qu&(zp) # 0. Entao, multiplicando a EDB (4.1) pafx,y) obtemos:

a(x, y)(E<X7 y) [@(Xv y)? _&(X7 Y)]) = [(aé( - b@)z - 5@/2] (X7 y) (44)

Portanto, pela Equacao (4.4) e o fato de g2um zero do campo vetorigd, ady — bdy), temos
guezg € um ponto singular de. B

Lema 4.5. Seja 3 um zero do campo vetorigd, bd, — cdy). Entio:

() Se 3 & um zero &o degenerado do campo vetor{@, bd, — cdy) e um ponto singular de
E, ento ) # 0 e &(20) # 0.

(i) Se dzp) # 0, enio z € um ponto singular de E.

Demonstra@o: A demonstracao € analoga a do Lema #4.
Uma EDB (4.1) pode ser pensada como uma equacao diferém@hcita. De fato, se

dx # 0, obtemos:
F(xY,p) = a(xy)p*+2b(x,y)p+c(x.y), (4.5)

uma EDI, ondg = %y( Sedy+# 0, obtemos:

G(x,Y,q) = c(x,Y)&¥ + 2b(x,y)q+a(x,y), (4.6)
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uma EDI, ondeg = g—§. Os conjuntos de zeros das Equacoes (4.5) e (4.6) podenir deiii -
edades singulares. Neste trabalho, vamos a supor que otmkju= F ~1(0) & uma variedade

com singularidades isoladas. O campo vetorial

0 0 0
¢ pax'i‘p pdy (Fx+p y>_dp

definido enmR?, induz um campo vetoridl |y emM dado pela restricao deemM. E facil ver
que o campo vetorid |y & tangente & em pontos suaves e se anula em pontos singulares de
M. Genericamente, os zeros do campo vetdrjgl correspondem a pontos hiperbolicos.

A seguir mostraremos que os pontos singulares da EDB (4i&)sgo zeros nao degene -
rados do campo vetorigb,ad, —bdy), correspondem a pontos hiperbolicos do campo vetorial
&|m. A demonstracdo deste resultado sera dada no Teoremasé&®do os Lemas 4.6 e 4.7.

Multiplicando a Equacao (4.5) pefx,y) obtemos

(X Y)F (x.p) = [Fp? ~ 8](y,). (@.7)

ondeFp(x,y,p) = 2a(x,y)p+ 2b(x,y). Seja(zo, po) um ponto singular da EDI (4.5), isto &,
F (20, po) = Fp(20, po) = 0. Entao, usando a Equag&o (4.7), obtemos:

a(20) (Fx+ pFy) (20, po) = —(20) — Pody(20). (4.8)

Lema 4.6. Seja 3 um zero @o degenerado do campo vetorial W (d,ad — bdy). Ento,

0o = (20, Po) € um zero do campo vetoriély se, e somente s & um ponto singular de E e

b

Demonstrag@o: Sejagp um zero do campé|yv. Vamos provar que(z) # 0. De fato, suponha,
por absurdo, que(zy) = 0. Ent&o, pela hipotesa(zy) = b(z) = ¢(zp) = 0. De (4.2),0k(20) =
dy(z0) = 0. Logo, pela Equacao (4.3), ¢&fW] =0, o que & absurdo.

Portantoa(z) # 0 e pelo Lema 4.4 e a hipbtese, temos gué um ponto singular dE e
Po = _ blz), Reciprocamente, suponha qrgee um ponto singular dE e pg = _ blzo). Entao,

a(zo) a(20)
pelas Equacdes (4.7) e (4.8),& um zero do campo vetoriély. B
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Lema 4.7. Seja g = (Xo,Yo) um zero @o degenerado do campo vetorial ¥W(5,ad, — bdy).
Se 3 & um ponto singular de E, € ¢h = (Xo, Yo, Po) € um ponto regular de M e um zerém

degenerado do campo vetori@ly, onde p = —%.

Demonstrago: Vamos provar quelp € um ponto regular d. Pelo Lema 4.4a(z) #0 e
dy(z0) # 0. Sejapg = —%. Ent&o,Fp(0o) = 0. Logo, pela Equagao (4.7) e da hipotese temos
que,F(qo) = 0 e Ry(do) = &y(20) # O, portanto,do &€ um ponto regular d&1. Vamos agora
provar quegp € um zero nao degenerado do campo vetdrjgl Pelo Lema 4.6¢p &€ um zero

do campo vetoriaf |. ComoF,(qo) # 0, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma fungao
suaveg : U — R, tal queF(x,¢ (X, p), p) = 0 e ¢ (X0, po) = Yo, ondeU & uma vizinhanca do
ponto(Xg, po) emR2. Definimosh:U — R3 porh(x, p) = (x, ¢ (x, p), p). Esta aplicacao define
uma carta local suave da superfiMeno ponto(xg, po). Assim, a representacao local do campo

vetorial ¢ | na carteh & dada por
(dh o &lmoh)(x, p) = (Fpoh, —Fxoh— pFyoh)(x, p).

Logo, calculando a matriz jacobiana g&, p) = (Fpoh, —Fxoh— pF,oh)(x, p) em (xo, po),

usando as equacogg = —%—Zﬂ, Pp = —E”—;’E e Pp(Xo, po) = 0, obtemos:
Fox — Fpy - & F
i poy 0 = [Fpx— Fpy Fy](QO) . pp(do) . (4.9)
[= (Bt PRy)x+ (Fc+ PRy £1(d0)  —(Fx+ PFy)p(do)

Por outro lado, calculando a matriz jacobiana do campo w\tSr= (F, Fp, Fx + pFy) emdo

definido emR3, obtemos:

Fx(do) Fy(do) 0
dgS= Fpx(Qo) Fpy(do) Fpp(do) : (4.10)
(Fx+ PR)x(do) (Fx+ PRy)y(do) (Fx+ PFy)p(do)

Multiplicando a segunda coluna da matriz (4.10) yggg% e somando a primeira coluna desta
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matriz, obtemos:

0 Fy(do) 0
[Fox— Foy- £(00) Fpy(Cho) Fpp(Co) - (41D
[(FetPRy)x— (Fet+PRy)y- 21(do)  (Fx+ PRy)y(do) (Pt PFy)p(clo)

Entao, pelas Equacdes (4.9) e (4.11),

det[dq,S = Fy(qo) -det[d(x()vpo) gl (4.12)
Por outro lado, usando a Equacao (4.7) e 0 fatomueﬁ’z;azb, obtemos:
iFp -1 0 Fp aF
1 0 O o = Fp , (4.13)
Li Lo —3 /) \ a&-—bg, a(Fc+ pFy)

ondely = 2 PYF, 1 1(Fox+ pFoy) — o2 € Ly = 2P¥ Entao, pelas Equagbes (4.12) e (4.13),

1 1
det[d = —2—— -det/d,, W] ———
[ (X07p0)g] a(ZO)z [ 20 ] Fy(QO)

1
= 2—— = .det[d, W], (4.14)
a5z
ondeW = (8,ad — bdy). Portantogp & um zero nao degenerado do campo vetdrigl W
O resultado abaixo mostra que os pontos singularésgige sao zeros nao degenerados do

campo vetoria(d,ad, — bdy) correspondem a pontos hiperbolicos do campo vetéfial

Teorema 4.8.Seja g um zero @o degenerado do campo vetorial W(9d,ad —bdy). Se g &

um ponto singular de E, efd op = (2, po) € um ponto singular hipeddico do campo vetorial

€|m, onde p = — 572,

Demonstrago: Podemos supor, sem perda de generalidadezgu€0,0). Sejapg = —2%8783.

Entao, pelo Lema 4.710,0, po) & um ponto regular d&l e um zero ndo degenerado do campo
vetorial £ |m. Comoa(0,0) # 0, existe um germe de difeomorfismo suave, (ver [9], proposic
3.2),h: (R?0) — (R?,0) dado porh(x,y) = (x,¢@(xy)) tal queg,(0,0) = 1, &(0,0) = po €
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F (X @0(xY), &(Xy) + p@y(x,y)) = G(X,y, p), onde
G(x.Y, p) = p*>— 8(x,y) = 0. (4.15)

E claro query(0,0, po) = Gy(0,0,0) = 3),(0, 0) # 0. Dai,N = G"1(0) & uma variedade suave
numa vizinhanga do ponto 0. Segue do Teorema 3.15 qugnipgé), = indoé, . Pela Equacao

(4.9), a matriz jacobiana do campo vetoggl com respeito a uma carta local & dada por

0 1
) X : (4.16)
(%@@@@m)

Comoéy(o, 0) # 0, segue que a parte real dos autovalores da matriz acinméisdwlas. Entao,

0 & um ponto hiperbolico d&. Portanto0,0, po) € um ponto hiperbdlico dg,,. B

4.2 Relages de equivé@ncias de EDB’s e formas normais

Denotamos pofE, z) um germe da EDB, onde & uma EDB e z & um ponto singular BeDe
maneira analoga a Definicao 3.4, definimos a relacaeqdé/aléncia de equacdes diferenciais

binarias.
Definicao 4.9. Dois germes de equéaes diferenciais biérias (E1,z;) e (Ez,22), dadas por

Ex(x,y)(dxdy) = a(xy)dy?+2b(x,y)dxdy+c(x,y)d¥ = 0
Ex(xy)(dxdy) = A(x,y)dy?+2B(x,y)dxdy+C(x,y)dx = 0,

sA0 equivalentes se existem um germe defapg: (R?,z;) — R ndo nula em ze um germe

de difeomorfismo k- (hy,hp) : (R?,z) — (R?, 22) tais que

T
(aﬁ)(mmmpwm)(sﬁ) (AB)) w1

y o p(beh)  p(coh) y o B C

onde hy = a, hyy = B, hoy = y e hpy = ¢ sdo as derivadas parciais de h.

Uma propriedade importante desta relacao de equival@&ngueh leva curvas integrais de
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(E2,22) em curvas integrais dé1, ), e se consideramas = z, = 0 obtemos que o conjunto
de paregp,h) forma um grupa?, e a Equacao (4.17) define uma acaodleo espaco dos
germes de EDB's.

Esta nocao de equivaléncia foi generalizada por Brucgl@inque define um grupo maior
de equivaléncias, substituindo a matriz dada pelas dkxs/parciais db na Equacao (4.17) por
qualquer matriz invertivel. Esta nova relacao de edéiv@a determina o grup@ x .7, ondeZ
€ o grupo de difeomorfismo na fonte’# & o grupo das matrizes inversiveis. O grypc 7 €
um subgrupo geométrico d& -equivaléncia de contato [17], e ndo leva necessarigmemvas
integrais em curvas integrais, mas preserva propriedadesrda discriminante e do espado

A classificacao das EDB’s com relacao a equivaléneidadna Definicdo 4.9, apresenta
modalidade. Entretanto, & possivel definir uma relafgequivaléncia mais fraca, que generi-
camente nao apresente modalidade. Dizemos que dois gersgsiacdes diferenciais binarias,
(E1,z1) e (Ez,22), sao topologicamente equivalentes se existe um germe rdedmorfismo
h: (R?,z) — (R? 2) que leva curvas integrais dE1,z;) em curvas integrais dé>, o).

O préoximo teorema mostra que, genericamente, a equiialépologica de equacdes dife -
renciais binarias nao apresenta modalidade, e que dficasgo das EDB’s genéricas coincide
com a classificagcéo das EDI's genéricas tais Gyg0) # 0. Indiguemos poB o espago das
EDB's emR?.

Teorema 4.10.Existe um subconjunt® denso e aberto de B tal que sedE@ e z € um
ponto singular de E, efib (E,z) é topologicamente equivalente(dy’ + (y — %xz)dxz,O),
(dy?+ (y+ £x2)dx2, 0) ou (dy? + (y+ 5x%)dx2,0).

Demonstra@o: A demonstracao segue do Teorema H9.

Seja(E,0) o germe da EDB dada pela Equacao (4.1). Entao, uma pac@mta 1-parametro
(4,b,6) : R2x (—g,6) — R3
xyt)  — (EAbexyt)

~

tal qued(x,y,0) = a(x,y), b(x,y,0) = b(x,y) e ¢(x,y,0) = c(x,y), determina uma perturbacao a
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1-parametro d€E,0) no espaco das EDB’s dada por
E; = a,dy? + bydxdy+ cd ¥,

ondea(x,y) = &(x,Y,t), by (x.y) = b(x,y,t) e ci(x,y) = E(x Y, t).

Definicao 4.11.Dizemos que £ uma perturbago boa de E, se{ © para todo t perto do
zero, t# 0.

Como consequéncia do Teorema 4.8, temos 0 seguinte asulta

Corolario 4.12. Sejam Euma perturbago de E ed = th —a¢. Se0 é um valor regular do
campo vetorial &, a &y — bidy) para todo t perto do zero,# 0, en&o & & uma perturbago
boade E.

Um estudo mais aprofundado das singularidades de umaamdgéerencial binaria pode ser
feito em dois casos, o primeiro quando nao todos os coetsado nulos em zero e o segundo,
guando todos se anulam em zero. O teorema a seguir demanpgtrad. W. Bruce e F. Tari
em [8], permite reduzir uma EDB a uma forma normal, por difediamos suaves no plano,

guando nao todos os coeficientes sao nulos no zero.

Teorema 4.13.Sejam a, b, c &o todos nulos em zero. B, o germeE,0) da EDBE analiti-
camente equivalente(@y? + dx?,0), (dy? +xdx?, 0), (dy? — ydx2,0) ou equivalente a
(dy? — (y+Ax2)d»2,0).

Quando todos os coeficientes sao nulos em zero, o seguimeria, demonstrado por J.
W. Bruce e F. Tari em [7], da uma condi¢ao necessaria eisafe para que o conjuntd =
{(x%,y,[u,V]) € R? x RP! | E(x,y)(u,v) = O}, seja uma superficie suave numa vizinhanca de
0 x RP?,

Teorema 4.14.Suponha que a, b, ¢ se anulem em zeroa&nvl € uma supefttie suave numa
vizinhanca ded x RP! se, e somente se, o discriminante tem uma singularidade dseMo

Zero.
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Se os coeficientes da Equacao (4.5) sdo nulos em zeao, @n¥eros do campo vetorély,

no conjunto Ox R, sdo dados pela equacao
(Fx+ PRy)(0.0,p) = (8yp® + (ax+2by) p* + (2b + cy) p+¢,)(0,0, p) = .

Sejama (p) = (ayp®+ (by +ax) p+bx) (0,0, p) e @(p) = (Fx+ pF) (0,0, p).

Teorema 4.15.Suponha que a, b, ¢ se anulem em zero, o discriminante temingudasidade
isolada de Morse no zeray(p) ndo tem razes repetidas e que(p) e ai(p) nao tm rdzes

comuns. Er&o, o germegE, 0) da EDBEé topologicamente equivalente a:
() Se o discriminanté um ponto isolado:

(a) (ydy?+ 2xdxdy—yd»,0),
(b) (ydy? —2xdxdy—ydx¥,0),

(c) (ydy?+ 3xdxdy—ydx,0),
(I Se o discriminant& o cruzamento de duas curvas suaves:

(d) (ydy? + 2xdxdy+yd»,0),
(€) (ydy? — 3xdxdy+ydx,0),
(f) (ydy? — axdxdy+ ydx,0),
(9) (ydy*+2(y—x)dxdy+ydx¥,0),
(h) (ydy? — 4xdxdy+yd,0).

Os tipos de zeros do campo vetordal, das trés primeiras formas normais a, b e ¢ corres-
pondem a uma sela, trés selas, e duas selas e um n6. Os pogldsares destas trés formas
normais sao chamados de lemon, star e monstar. No caso tias fmumas normais d, e, f, g
e h os tipos de zeros do campo vetoda correspondem a uma sela, um no, trés selas, duas
selas e um nd, uma sela e dois nos.

Observe que os pontos singulares de uma EDB tais que a, b,mukemano zero, como
por exemplo no Teorema 4.15, ndo sao genéricas no esleatpmlas as equacoes diferenciais

binarias, pois a 1-forma do contaio= dy— pdxrestrita ao criminante se anula em tode B.
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4.3 Invariantes de equaes diferenciais birias

No caso das equacgOes diferenciais binarias positivas, (#opf define em [32], um indice

para uma singularidade isolada, em termos dos coeficieatE®8. Tal indice & denotado por
|(E, 20).

Teorema 4.16.(H. Hopf [32]) Se g & um ponto singular isolado da Equis Diferencial
Binaria positiva (4.1), eréto I(E, zp) = —3indy,(a,b) = —3indy (b, c).

Este indice & um invariante topologico.

Teorema 4.17.Suponha que;ze » sao singularidades isoladas das eqoas diferenciais

binarias positivagE1,z) e (Ez, ). Se(E1,z;) é topologicamente equivalenté By, z,), engio
|(E1,z1) = 1(E2,22).

De maneira analoga a que descrevemos na sec¢ao 3.3, Jub® &Farid Tari em [9] intro-
duzem a multiplicidade de um gerr(ig, 0) de uma equacéao diferencial binaria com coeficientes
analiticos reais, da seguinte forma: S@a0) a complexificagéo do gern{&,0). Entao, a mul-
tiplicidade & definida como o nUmero maximo de pontosidargs de uma perturbacao do germe
(E_, z) no espaco das equacdes diferenciais complexas. DeostaonM g 5 a multiplicidade
do germe(E, 2).

O teorema a seguir, demonstrado por J. W. Bruce e Farid Taf@grmermite expressar a

multiplicidade em termos de dimensdes de algebras.

Teorema 4.18.Sejam(E,0) um germe de uma EDB e(thady — bdy) < «. Entio, Mg g) =
m(d,ad —bdy) —m(a,b).

O resultado abaixo, também demonstrado por J. W. Bruceid Far [9], mostra que a

multiplicidade & um invariante por difeomorfismo.

Teorema 4.19.Se(E;, 0) € equivalente 4E,0), enfio Mg, o) = Mg, 0)-



Cagtulo

5

Perturbages de equdes diferenciais

binarias

Neste capitulo provamos a existénciapigturba®es boagpara EDB’s com coeficientes
analiticos reais. Em seguida, mostramos a existénciadarpacdes para EDB’s com coefi-
cientes nao necessariamente analiticos reais, as @tisfasem algumas propriedades interes-
santes.

Comecgamos primeiro com uma observacao ao Lema de Traafidade de Thom (Lema
1.14). Sejé : R" x R — RMuma aplicagdo suave. Paya R, indicamos poB, : R" — R™
a aplicacao definida pdi,(x) = 8(x, p). Assim, se 0 & valor regular d& obtemos, usando o
Lema de Transversalidade de Thom, que existe um subcorjenso e abertg deRK tal que,
paratodg € E, 0 & valor regular dép. Mas, se 0 & um valor regular da aplicagga Y — R™M,

a aplicacad restrita a, ondeY & uma subvariedade @& x R, entdo uma pergunta natural &
saber se ainda é verdadeiro o Lema de Transversalidadeotke. Th proximo lema responde a
essa pergunta.

SejamX um subconjunto fechado d&" x R e i1: R" x RK — RX a aplicac@o projecao

definida porm(x, p) = p. SejaY = R" x Rk — X.

Teorema 5.1.Ser(X) tem medida nula 8 & valor regular da aplicago 6, : Y — R™, en@o
existe um subconjunto de medida n@aeRX tal que, para todo @ RK— Q, 0 & valor regular
de 6.

Demonstragio: Seja 0 valor regular da aplicac@ly, : Y — R™. Entao,Z = 9|;1(O) € uma

variedade suave e dilh= n—m+k. Considerern, : Z — RK a aplicacio projecao restrita
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aZ. Seja/ o conjunto dos valores criticos da aplicagap Comor(X) tem medida nula,
Q = n(X) UA tem medida nula.

Vamos mostrar que para togig € Rk — Q, 0 & valor regular dép,. De fato, fixadopg €
RK—Q, sejaxy € R" tal queBp,(x0) = 0. ENtdo,0(xo, po) = 0. Comopg € R¥— Q, temos
que,do = (X0, Po) € Z € po & um valor regular da aplicacam,, o que implica que a aplicagao
oo (71,)  TgeZ — RK & sobrejetora. Alem dissdg,(7T,) = 1. Sejar : R" — Y definida por

1(X) = (X, po). Ent&0,6p, = 601. Dai,
Gho(Bpo) (R") = 0gy8 0 Gyt (R") = lgg B(R" % 0).

Seja{ey, ..., a base candnica &&. Entao, comalg, (7T,) € sobrejetora, para cata 1,...,k,
existema; € R" tais que(a;, ) € Tg,Z. Logo,(0,6) = (aj,&) — (&,0) pertence &" x 0+ Tg, Z.
Dai, R" x 0+ Ty, Z = R" x RK. Pela igualdadeker|dq,0] = Tg,Z, temos que

gy O(R™ x 0) = dgy O(R" x 0+ T, Z) = dg, B(R" x RX).

Comogqp & um ponto regular dé,,, temos quegy, 6(R" x RK) = R™. Assim,dy,(6p,)(R") =
R™. Portanto, O & valor regular di,. B
O teorema acima € fundamental para a demonstracao dareiéde perturbacdes boas,
mas precisamos de mais resultados os quais serao dads$ peias 5.2 € 5.3.
Considere?,(R?) o conjunto de todos os polindmios de 2 variaveis com gramomeu

igual ak. Sejaf : R? x 223(R?) — R3 uma aplicacao suave definida por
f(X,Y, 80, b0, Co) = (a+ &0, b+ bo, c+ o) (x.y).

Nao é dificil mostrar que 0 & valor regular te

Lema 5.2. Sejam X= f71(0), Y = Z3(R?) — X e B : R? x Z}(R?) — R3 a aplicagio suave
definida por

~

B (XY, a0, bo,Co) = (a+ap,b+bo, &) (X,y),

onded = (b+bp)2 — (a+ap)(c+ o). Entio, 0 & valor regular deB, .
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Demonstra@o: Sejaqoy = (2o, ap,bo, Co) € [3|;1(0). Vamos mostrar qugg & um ponto regular
By, - De fato, comayo ¢ X, segue quec+Co)(Zp) # 0. Sejamay, a2, a3: [0,1] — Y caminhos
suaves definidos por

ai(t) =go+1(0,0,1,0,0), az(t)=0go+1t(0,0,0,1,0) e oa3(t)=qo+t(0,0,y—VYp,0,0).

Calculando a diferencial d&, o aj, parai € {1,2,3}, emt = 0, obtemos que

quB‘Y(CYl/(())) - (17 07_(C+ CO)y(ZO>)
dQOB\Y (azl<o)) = (07 1, 2<b+ bO)y(ZO))
dgB (a3'(0)) = (0,0, —(c+Co)(0))-

Assim, do € um ponto regular dg,, . Portanto, O & um valor regular ¢ . B

Sejad : R? x #2(R?) — R? a aplicagao suave definida por
(X,.80,b0, C0) = (8, (a+a0)&— (b+bo) &) (x.y),

onded = (b+bp)? — (a+ o) (C+ Co). Sejad g, g, ) (X Y) = D(X,Y, 0, bo, Co).

Lema 5.3. Existe um subconjunto de medida nukade QZE(RZ) tal que para todo p =

(a0, bg,Co) € Z2(R?) —Q, 0& um valor regular debp.

Demonstragio: SejaZ = R? x #3(R?) — F, ondeF = f~1(0) & um subconjunto fechado de
R? x Z3(R?). Seja®, : Z — R? a aplicagaab restrita aZ.

Vamos provar que 0 & um valor regulardg. De fato, sejajo = (2o, po) € ¢|;1(O). Entao,
(a+ap)(20) = 0 ou(a+ag)(z0) # 0. Suponha quéa+ ag)(z9) = 0. Entao,(b+bp)(zp) = O.
Comoqp ¢ F, 55,(20) # 0 e(c+Cp)(z0) # 0. Sejamay,az,asz: [0,1] — Y caminhos suaves

definidos por
a1(t) = o +1t(0,0,1,0,0) e az(t)=0qo+1t(0,0,0,1,0).
Calculando a diferencial d@, o aj, parai € {1,2}, emt = 0, obtemos que

dgo P}, (01'(0)) = (—(c+C0), &) () € dg®(a2(0)) = (0,-8))(20).
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Assim, do € um ponto regular d&,. Suponha agora qu@ + ap)(2) # 0. Entao, definimos

ai,0z,:[0,1] — Y caminhos suaves por
ai(t) =go+1t(0,0,0,0,1) e a2(t) =0qo+1t(0,0,0,0,Xx— Xo).
Calculando a diferencial de@o a;, parai € {1,2}, emt = 0 obtemos que

dg®(a1'(0)) = (—(a+ao), —(a+ao)(a+ao),+ (b-+bo)(a+ao),)(2)
dg,®(a2'(0)) = (0,—(a+a0)*)(z)

Assim,qp € um ponto regular d®,, .
Agora vamos provar que(F ) tem medida nula. De fato, como 0 & valor regulaif depelo
Lema 5.2, temos qué = f~1(0), B‘;l(O) sao variedades suavesBéx #23(R?) e

dimX < dimZ(R?) e dimpB, *(0) < dim Z¢(R?). (5.1)

De (5.1), temos quer(ﬁ|;1(0)) e r(X) ttm medida nula. ComB C B‘;l(O) UX, entaor(F)
tem medida nula.

Assim, 0 € valor regular d®, e ri(F) tem medida nula. Portanto, pelo Teorema 5.1, existe
um subconjunto de medida nufade ZZ3(R?) tal que para tod@y € Z3(R?) —Q, 0 & valor
regular ded,,. B

Seja(E,0) um germe de uma EDB dada por

E(x,y)[dx dy] = a(x,y)dy? 4 2b(x, y)dxdy-+ c(x, y)d>¢ = 0. (5.2)
Lembramos que uma perturbacao a 1-paranmgtae (E,0) & uma perturbacdo boa Bec ©

para todd perto do zerot # 0.

Teorema 5.4.Se a, b e c&o fun@es anditicas reais, eriio existe uma perturbag boa g de
(E,O).

Demonstragio: Pelo Lema 5.3, existe um subconjunto de medida futle 222(R?) tal que

para todgo € @E(Rz) —Q, 0 & valor regular d&,. Alem disso, pela hipotese e pelo Teorema
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5.1, temos que o subconjuribé subanalitico, pois € a projecao de um conjunto toali

Seja/\ = Z3(R?) — Q. Entao,\ & um conjunto subanaliticoe= 23(R?). Como 0¢c A,
entdo pelo Lema da sele¢do da curva 1.32, existe uma analdica reatr : [0,1) — Z23(IR?)
tal quea(0) =0ea(0,1) C A. Seja(a;,br,c) = (a,b,c) + a(t). Entao,

= <X7y) = at(X7 y)dyZ + b[(X, y)dXdy+ Ct(x7y)dX2

é uma perturbacao dé e 0 & valor regular d&® ), para todot € (0,1). Portanto, pelo
Corolario 4.12F; € uma perturbagao boa &c B

Outro resultado que sera necessario para demonstraaréimeia do indice de uma EDB &
o seguinte teorema. Seja= (hy,hy) : (R?,0) — (R?,0) um germe de difeomorfismo. Deno-
tamoshy, = a, hyy = B, hpy = y e hyy = & as respectivas derivadas parciaishd€onsidere as

seguintes EDB’s
E(x,y)[dx dy = (a+a0)(x,y)dy*+ 2(b+ bo) (X, y)dxdy+ (c+Co) (x,y)dx¥* =0, (5.3)

E[dx dy] = A(x,y)dy? + 2B(x,y)dxdy-+C(x,y)dx¢ = 0, (5.4)

onde(ag, bo, co) € Qq°, o discriminante d& é 5= (b+bg)? — (a+ap)(c+co) e os coeficientes

deE sdo dados pelas seguintes igualdades

& B (a+ag)oh (b+bg)oh\ (& P T: A B (5.5)
y a (b+bg)oh (c+cp)oh y a B C .

e o discriminante d& & = (detlh)2- doh(x,y) = B2 — AC.

Sejay : R? x 23(R?) — R? a aplicac&o suave definida por
W(x.Y; 30, bo, o) = (8,A8 — B&)(x,Y).

Sejay(ay,bg.co) (% Y) = Y(X,Y,a0,bo, Co).

Lema 5.5. Existe um subconjunto de medida ndlade @E(RZ) tal que para, todo p €
Z3(R?) — A, 0& valor regular dep,.
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Demonstra@o: A demonstracao € analoga a demonstracao do Lem#5.3.

Teorema 5.6.Sejam a, b, ¢ furiigs anadilticas reais e h um germe de difeomorfismo @i

real. Engio, existem perturb@gs boad; e E; de (E,0) e (E,0) definidas por
Ec(xy)[dx dy] = a(x,y)dy? + 2bx (x, y)dxdy+ ¢t (x, y)dx* =0, (5.6)
E¢[dx dy] = A (x,y)dy? + 2B (x,y)dxdy+Ci (x,y)dx¢ = 0, (5.7)

T
§ B\[(ah boh) (& B\ [A B 58
y o bioh Goh y a B G

Demonstra@o: A demonstracao segue usando os Lemas 5.3, 5.5 e 0 lemaedasdh curva
1.32.1

onde

Quando um subconjunt@ c R & denso e subanalitico, pelo lema da sele¢ao da curva,
sempre existe uma curva suave contida@mpassando pela origem, mas quaiglodo é sub-
analitico, isto nem sempre € verdade. O proximo lemamaaggste quand® &€ um subconjunto
denso, podemos encontrar uma curva suave que passa pela erigma sequéncia de pontos

deQ em cima da curva, convergindo para zero.

Lema 5.7. Seja Q um subconjunto denso B&"!. Entio, existem uma segacia {ty} de R

convergindo pard e uma curva suave : (—1,1) — R"" tais quea (0) = 0 e a(tm) € Q.

Demonstrago: SejaAm = {(X,y) = (X,y1,...,yn) € R™| |ly| < n%x, x> 0}, para todane N
& claro que o conjunto & aberto. S8a= [B(0, %) — B(0, 27)] N Am, um subconjunto aberto
deR™. Pela densidade do conjur@ existem(Xm, Ym) € QN Bm tais queXm| < X, [|ym|| < &,

[¥ml| _ 1 o :
S < m €Xm1 < Xm, para todan € N. Definimos o caminho

3Xm—

por fm(x) = xJ. Comolm;1\Im# &, para todan € N, entaolyIm = (0, %0 Seja{nm}
uma particao da unidade do intervaﬁ)%) tal que o suporte den, esta contido ery,, para

todome N. Assim, o caminhd- : (O,%) — R" definido porF(x) = Z Nm(X) fm(X), &
meN
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diferenciavel, & (xm) = ym. Definimos o caminh& : [0, %) — R" por

Gx) = F(x), se x#0

0, se x=0.

Provaremos que o caminl@é diferenciavel. Mas, come é diferenciavel, entao & suficiente

provar queG é diferenciavel em 0. De fato, sef@(0) = lim ENnm(x)y—m, a derivada d&
x—0" iz Xm

em 0. Como% < % para todan € N, segue que dado> 0, existemg € N tal que sem > my
2 o 1Ymll [[Ymall
entao g™ < g et <&

Logo, sex € (0,Xm,+1), existe um > my tal quex;;1 < x < x. Assim, temos que

Ym Yi Yit1
X)— =Ni(X)=+Niz1(X)=—= € ni(X)+nit1(x) =1.
mgNnm( Ve = M5+ i ))q+l Mi(X) + Ni1(X)
Usando as desigualdady.g‘/gi*rH <€e % < € segue qué| 3 men nm(x)y%mn < €. PortantoG &
diferenciavel em 0 &'(0) = 0. Analogamente, usando os resultados anteriores obtemeos q
existe um caminho diferenciavel : (—r,0] — R" tal queH’(0) = 0. Assim, a aplicagao

L: (—r,r) — R" definida por

X1+3%
L) = G(x), se xe[0,777)

H(x), se xe(-r,0],

é diferenciavel. Portanto, o grafico dedefine uma curva suawe: (—r, %) — R tal

quea(0) =0ea(Xm,Ym) € Q. &

Teorema 5.8.Se a, b e c&o fun@es suaves, el existem uma segocia {tn} de R con-

vergindo parad e uma perturbago E de (E,0) tal que g, € ©, para todo , perto do zero.

Demonstrag@o: Pelo Lema 5.3, existe um subconjunto de medida futie @E(Rz) tal que
para todopp € ZZ3(R?) — Q, 0 & valor regular de&bp,,. SejaA = Z3(R?) — Q. Entao,A =
Z3(R?) e pelo Lema 5.7, existem uma sequéngia} de R convergindo para 0 e uma curva

suaveq : (—1,1) — R™1 tal quea(0) = 0 ea(ty) € A. Portanto, séa;, b, c) = (a,b,c) +
) q ) ) ol
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a(t) entdo
E: (X, Y) = a (X, Y)dy? + by (X, y)dxdy+ c(x, y)d)X

€ uma perturbacao dee E;, € ©, pois 0 & valor regular d® 4t B

Quando o germe de difeomorfisrho (R?,0) — (R?,0) n&o & analitico real, nao podemos
aplicar o Teorema 5.6, pois 0 subconjuita Q43, dado no Lema 5.5, ndo & necessariamente
subanalitico. O teorema seguinte mostra que podemos drteirbacdes nao necessariamente

boas, mas perturbacdes com algumas propriedades.

Teorema 5.9.Sejam h (R?,0) — (R2,0) um germe de difeomorfismo suave e a, b e cfesg
suaves. Erito, existem perturbdgsE; e E; de (E,0) e (E,0) da forma (5.6) e (5.7) e uma

seq@ncia{tm} deR convergindo pard tais quek;_, Etm € 0.

Demonstra@o: A demonstracao segue usando os Lemas 5.3, 5.5 @5.7.
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6

Indice de uma equédp diferencial biaria

Este capitulo contém os resultados centrais do trabddedinimos o indice de uma EDB
com coeficientes analiticos reais em termos de pertadsabdas. Em seguida, mostramos
no Teorema 6.8 que este indice independe das pertubég@es escolhidas, exibindo uma
formula que expressa o indice em termos de informacbgdas a partir dos coeficientes da
equacao original. Na secao 6.2, mostramos que o inddeDB é invariante por equivaléncias
analiticas reais. Na se¢ao 6.3, estudamos equad@esrtiiais binarias com coeficientes suaves

e mostramos como estender o indice para esta classe déesuac

6.1 Defini@o doindice

SejaE uma EDB dada por
E(x,y)[dx dy] = a(x,y)dy? + 2b(x, y)dxdy-+ c(x, y)dx& = 0, (6.1)

com coeficientes, b e c analiticos reais.
Segue do Lema 4.4 que geé um ponto singular dE e um zero nao degenerado do campo

vetorial (8,adx —bdy), entdo a Equagao (6.1) sempre se reduz a uma EDI da forma

F(x.y, p) = a(x,y)p>+2b(X,y) p+c(X,y), (6.2)

ondep = g—i. SejaM = F~1(0). O campo vetoriaf = (Fp, pFp, —Fx — pFy) definido emR?,
induz um campo vetorid |y emM dado pela restricao deemM.

O Teorema 4.8 mostra que a condi¢cao do ponto singylda equacao diferencial binaria
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(6.1) ser um ponto nao degenerado do campo vet@iad, — bdy) implica que(zy, po) € um

ponto hiperbolico do campo vetori&ly, ondepy = —%, 0 que motiva a introduzir a seguinte

defini¢ao.
Definicao 6.1. Dizemos quegzé um ponto singular @ degenerado de E sg@  um ponto

singular de E e um zercao degenerado do campo vetor{@l, ad, — bdy).

Como os pontos hiperboélicos do campo vetoéigh sao de tipo sela, nd ou foco, entdo é

possivel associar um numero a cada ponto singular nZ@ndeada, de E, que sera denotado

porKs(2o).

Definicao 6.2. Seja g um ponto singular &0 degenerado de E. Eu:
(i) Ks(2o0) = —% se(Zo, po) &€ uma sela definida pelo campo vetoidaj,.
(i) Ks(z0) = % se(zp, po) € um 1o ou foco definido pelo campo vetori@ly.

Os proximos Lemas 6.3 e 6.4 permitem calcidg(zp) em termos do indice de um campo
vetorial emR?, que sb6 depende do discriminante e dos coeficientes da Zemaiferencial
binaria. SejanT = (56y,a2d — abd,) e R = (86, cbdy — c28,) campos vetoriais e?. Indi-
caremos pofi5(2p) e Rs(2p), 0s determinantes das matrizes jacobianas dos campoigetor

. . _ Ts(z0) _ Rs(z)
e Remz, respectivamente. Sejafis(z)] = m e[Rs(20)] = m. QuandoTs(Z) #0
eRs(20) # 0, temos
ind;, T =2[Ts5(20)] e indyR=2[Rs(20)]. (6.3)
Lema 6.3. Seja g um ponto singular &o degenerado de E. B, [T5(20)] = Ks(20)-

Demonstra@o: A demonstracao segue usando a Equacao (4.14) do Lemili 4.7

Lema 6.4. Seja g um ponto singular &o degenerado de E. Sg&um zero &o degenerado do
campo vetorial d,bd — cdy), enfio K5(z0) = [R5(20)].

Demonstragio: Pelos Lemas 4.4 e 4.9(zy) # 0, &y(z0) # 0, ¢(z0) # 0 e &¢(z) # 0. Con-

siderando as seguintes igualdades:

(c58,,cad—chd,) = (—&(bd—cd,) +bd8,, —58,+b(bd,—c4,))
= (0&b+ (bd—cdy)(—0), —05+ (bd — cdy)b),
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b -5 55, LS
1 b (b5—c3) | \ ad—bs |

Como &(z) = 0, temos quéd(zp) # 0 e signa(zp)| = sign[c(zp)]. Assim, ind,T = ind,R.

obtemos

Portanto, pelo Lema 6.3 e a Equacao (6.3), o resultadesiyu
Do Teorema 5.4, segue que uma equacao diferencial dioanm coeficientes analiticos ad-
mite uma perturbacao boa
E; = ady? + 2bydxdy+ cdx

para todo t perto do zero. Entao, uma primeira definicaimdize de uma EDB poderia ser

I(E.0) = Y Ks(2), (6.4)

ondez sao os pontos singulares nao degeneradds,deas esta definicao depende da pertur -

bacao boa escolhida. De fato, considere a EDB da forma
dy? — (¢ +xy)d¥* = 0.
Escolhendo uma perturbacao boa da forma
dy? — (x4 xy+£)dxZ = 0,

obtemos um sb6 ponto singular nao degenerag/%, -3¢ %2). Para calcular o indice da EDB

usamos o Lema 6.3, assim obtemos que

, se €¢>0
I(E,0) =

Nl NI

, se €<0.

Portanto, nao & possivel definir o indice de uma equd@arencial binaria como a soma de
numerox;, (z), ondez sao os pontos singulares nao degenerados de uma peéoiti@a. A
nova definicao dada a seguir permite solucionar o probkggndependéncia das perturbagcdes

boas e estender a definicao do indice de uma equacaerdifel binaria positiva.
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Definicao 6.5. Sejam a, b, c furiigs anaditicas reais da Equeip (6.1) e E uma perturbago

boa do germ€E, 0). Entio, oindice da equa&o diferencial biaria em 0é definido por

|(E,O)=2K5t(2i)-l— Z indui(&m&y),
' & (uj)<0

onde z sdo pontos singularesdo degenerados de & u pontos citicos da parte negativa de

O

Observag@o. Note que se consideramos perturbacdes Bpéais que os pontos criticos da
funcao discriminante dg; acontecam na parte positiva desta funcao, entao évebsdefinir o
indice da equacao diferencial binaria como (6.4) e @roue o indice independe desta classe de
perturbacoes.

Usando o Lema 6.3, podemos expredsét,0) em termos do discriminante e dos coefi-

cientes da EDB, isto é,

|(E,O):z[Tt5t(Z|)]+ Z indui(&mdy),

! & (u)<0

ondeTi5(z) € o determinante da matriz jacobiana do campo vetgrial(& &y, af&x —abdy)

emz, Ty(z) =0e[T5(z)] = %. Analogamente, usando o Lema 6.4, temos que

I(E7O) - z [Rlc‘i(ziﬂ + Z indui(&m&y),

! & (u)<0

ondeR 5 (z) & o determinante da matriz jacobiana do campo vetByial (& A, Gty oy — ctzc‘iy)
Rt .
emz, R(z) =0 e[Rs(2)] = 52 (.
O resultado abaixo caracteriza os zeros nao degeneradmsgm(J,ad, —bdy) que néo

sao pontos singulares da EDB.

Lema 6.6. Sejam g um zero @o degenerado do camp@,ad, — bdy) e az)) = 0. Enfo,
C(Z0) # 0, Oy(20) # 0 e indy (0, (ad — bdy)ady) = indz,(a,b).

Demonstrago: Suponha que(z) = 0. Entdo,b(z) = 0. Logo, pelo Lema 4.45(z) #0 e
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dy(z0) # 0. Dai,(0,c(adx — bdy)ady) = (6, —dad, + bady(bd, — cdy)). Entao,

1 0 o) _ 0
~5as, &(bd—cd) | \ ba c(ad—bd)as, |

Assim do Teorema 2.6 segue que

indz (0, (adx —bdy)ady) = —indy(d,ba)
= —signc(zo)] - indy, (b® — ac, bea).

Por outro lado, sejarh, f : R? — R? aplicacdes suaves dadas pgk,y) = (b,ac)(x,y) e

f(x,y) = (x> —y,xy). Entdo,f oh = (b®—ac, bca). Logo,

ind,,(b? —ac,bca) = indyf -indy,(b,ac)

= indpf - signc(z)] - ind, (b, a).

Portanto, como o indice de fem 0 & 1, temos qug,{idd(ad, — bdy)ady) = ind,,(a,b). M

O proximo resultado sera usado na demonstra¢ao domede3 e da invariancia dgkE, 0).

Teorema 6.7.(Desigualdade de Lojasiewicz [35]) Seja fR",0) — (R, 0) uma funéo anal -
tica real tal que0 € um ponto dtico de f. Endio, existe uma vizinhanca U @eemR" tal que,
para todo xe U

1BF)] = clf(x)[°,
ondeO<p<lec>0.

Vamos mostrar agora que o indice da equacao difererin@lid com coeficientes analiticos
reais pode ser calculado a partir de informacao da m@muacao diferencial binaria, ndo de-

pende portanto da perturbacao escolhida.
Teorema 6.8.Sejam0 um ponto singular de E e a, b, ¢ fudegs anditicas reais. Erdo:

() Se0é& um zero isolado dos campos vetorigdsad, — bdy) e (J, dy), entio

1(E,0) = %indo(c‘i, (ad — bd,)ad,) — %indo(a, b) — %indo(c‘ic‘&, &) + %indo(c‘&, 5,).
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(i) Se0 & um zero isolado dos campos vetorigdshd, — cdy) e (d, &), entio

1 (E,0) = %indo(é, (b8 — C&,)cdy) + %indo(c, b) + %indo(ééy, 5 + %indo(éx, 3).

Demonstragio: (i) Da hipotese que 0 & um zero isolado do campo vetodahd, — bdy) e
usando o Teorema 6.7, segue que 0 & um zero isolado do canopialivey, dy). Pelo Teorema
5.4, existe uma perturbacao bBade E tal que 0 & um valor regular do campo vetokél=

(&,a &y — by dy), para todd perto do zero. Do Teorema 2.2,
indg(0, (adx — bdy)ady) = Z indz (&, (adx — brdy)acdry)- (6.5)

Fixe umt proximo do zero. Sejar€; = {z€ R? | &(z) =0}, C; = {z€ R? | &(2) # O},
Cs3={zeR? | &(2) = (adyx— dy)(2) =0} eCs = {z€ R? | &(2) = &y(2) = 0}. Entao,
(6.5) éigual a

ZC ind (&, (ardx — brdy)ady) + ind (&, (adx — brdy)ady). (6.6)
zec O

ze Cp

Pelo Lema 6.6,

Zcindzi(at,(atétx—btéty>at5ty) = ) indz(a, by)
ze 1
= indo(a,b). (6.7)

Do lema 4.4, temogC,NC3) N (C2NCy) = @. Assim, 0 segundo somando de (6.6) é igual a

Z indz; (&, (& dx — brdry)acdry) + indz (&, (& dx — brdy)acdry)-
ze CoNnCs

ze CoNCy

Pelos Lemas 6.3 e 4.4,

Z ind; (&, (adx —bdy)ady) = Y 2[T5(z)] (6.8)
ze CoNnCs

Z indz (&, (adx — b dy)ady) = Z sign[ax(z)]ind; (&, &y)  (6.9)
ze CNCy ze CNCy
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Por outro lado, pelo Lema 4.4,

indg(80, &) —indo (S, &y) = 25|gn z)]indg (&, &y) — Z indz; (&, Gy).

&(z)<0

Assim,
Z indz (&, (adtx — bedy)ady) = indo(35, &y) —indo(x, &) +2 indz (&, Ay).
VA4S NCy
Portanto, segue da equacao acima e das Equacdes §6/px (6.8) que
1. 1 1 1
I(E,0) = élndo(& (adx —bdy)ady) — élndo(a, b) — élndo(5&, o) + élndo(&, o).

il) Para demonstrar (ii), basta fazer uma mudanca de coaddesX =yeY = x e usar a formula
(i) para esta nova equacal.

Quando as funcdes, b e c nao se anulam simultaneamente em 0, a expressao do indice
se simplifica, e o resultado & verdadeiro sem a hipbtes® gquam zero isolado dos campos
vetoriais(9, dy) e (9, &)

Teorema 6.9.Sejam0 um ponto singular de E e a, b e c fli®s anadticas reais @o todas

nulas enD. Enfo:

(i) Se g0,0)# 0e0& um zero isolado do campo vetor{d, ad, — bdy), enéo
1. 5 1.
I(E,0) = élndo(55y,a O —abdy) + élndo(éx, dy).
(i) Se d0,0) #0e0 & um zero isolado do campo vetor{@d, bd, — cdy), enfio
1 1
|(E,0) = 5indo(88, cbd c25,) + 5indo(8y. &).

Demonstra@o: (i) Pelo Teorema 5.4, existe uma perturbacao Bode E tal que 0 & um valor

regular do campo vetoridlf = (&, ady — btdy), para todd perto do zero. Coma(0,0) # 0,
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entaoa; (0,0) # O para todd perto do zero. Do Teorema 2.2,

indg (89, (ady —bdy)a) Zmdz' &by, (adx —brdy)ar). (6.10)

Fixe umt proximo do zero. Sejar@; = {z€ R? | &(2) = (adx— idy)(2) =0} eCr = {z€
R? | &(2) = &y(2) = 0}. Segue do lema 4.4 q@& NC, = . Entao, (6.10) & igual a

ZC indz (&, (adx — b dy)ar) + indz (& y, (adx — brdy)a). (6.11)
ze C zc 2
Pelos Lemas 4.4 e 6.3,

S ind; (88, (adx—bidy)a) = 5 2T (2)] (6.12)

ze G

Z:indzi(d&)h(atax_btdy)at) = ZSIgn z)]indy (&y, x)
72EC,
= Y indy(Ay, )~ 5 indy(dy,dx)

&(z)>0 &(z)<0

Por outro lado,

indo(8,,8) = 3 indy(8y, 8+ T indy(3y, ) (6.13)

&(z)>0 &(z)<0

Pela Equacao (6.13),

Zc indz (& Ay, (& dx —bt)ay) = indo(Jy, &) — 2 Z indz (Gy, Ax)- (6.14)

7€ G &(z)<0

Logo, pelas Equacdes (6.12) e (6.14),

indo(88y, (ad — bd,)a) = 3 2[Tig(z)] +indo(8,8) —2 T indy (3, dix).
&(2)<0



Portanto,
I(E,0) = %indo(é@,azéx—ab@) +%indo(6x, &)
i) A demonstracao & analoga a (.

Observago. Assumindo qugd, dy) ou (9, o) tem zero isolado na origem, respectivamente
quandoa(0,0) # 0 ouc(0,0) # 0, podemos também obter o resultado do Teorema 6.9 como
corolario do Teorema 6.8.

A seguir, obtemos a formula para o indice da EDB quando cridignante & um ponto
isolado. Esta formula foi demonstrada por Hopf em [32] eregmem varias aplicacdes das

equac0es diferenciais binarias a geometria difeednci

Corolario 6.10. Sejam a, b, c furligs anditicas reais que se anulam elnd > 0ed(x,y) =0

se, e somente sexy = 0. Entio, I(E,0) = —3indy(a,b) = —Zindo (b, ¢).

Demonstragio: Seja(dd + €0, &) uma perturbacao do campo vetoriaby, dy). Entao, pelo

Teorema 2.2,

indo(0d,dy) =  indz (0 + €0, dy)
— Y sign(&(z)]ind, (8 + &, &) + sign[e]indo(, J).

Fixe € > 0. Entao,

indg(8x, &) = indo(x, dy).

Analogamente, obtemos que yiddy, &) = indy(Jy, &). Portanto, pelo Teorema 6.8,
1. 1.
I(E,0) = —élndo(a, b) = —élndo(b, C).
[ |

6.2 Invarancia dd (E,0)

Neste secao provaremos dyE, 0) & invariante por equivaléncias analiticas reais nogsgdas
germes de equacdes diferenciais binarias com coeksiamaliticos reais.

Primeiramente provaremos que o indice da EDB é invaripotenultiplicacdo de germes
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de funcBes analiticas d&?,0) emR, nZo nulas em 0. Podemos supor que o indice da EDB &
dado pela formula do item (i) do Teorema 6.8. SEja(R?,0) — R um germe analitico real
tal queT (0) # O,

E(x,y)[dx dy] = a(x,y)dy? + 2b(x, y)dxdy+ c(x,y)d>¢ = 0 (6.15)

uma equaczo diferencial binaria com coeficientes tioadi reais. Sej@ = b — ac a funcéo

discriminante dé&=. Multiplicando a EDB (6.15) pof temos
E1(x,y)[dx dy = A(x,y)dy* + 2B(x,y)dxdy+C(x,y)dx* = O, (6.16)

ondeA=T-a B=T-beC=T-c Sejad = B2— AC= T25 a funcao discriminante dg.
Sejag = T2. Ent&o,6 = go.

Lema 6.11.Sejam a, b e ¢ furidgs anditicas reais. S® & um zero isolado dos campos vetoriais
(5,8,) e (8,ad — bd,), enio inch(5, (Ad— Bd,)Ad,) = indy(3, (ad — bd,)ad,).

Demonstra@o: Comod = god, entao

(a0~ bdy)ad, = (ad— bdy)g’ad, + ad|(agk — bgy) (9yd + &) + (ad — bd,)gg).

g O 0 _ 5
L &)\ (a&-bd)as, (ad—bd)ad, |

ondeL = a[(agx— bgy)(gy0 +9dy) + (ad —bdy)ggy|. Portanto, pelo Teorema 2.6,

Logo,

indo(5, (Adx — B,)A,) = indg(3, (ad, — bdy)ad,).

[
Lema 6.12. Sejam a, b e c furidgs anditicas reais. Erdo:
() Se0é um zero isolado do campo vetor{d, dy), entio incb(&, 3),) =indp(x, o).

(i) Se0 & um zero isolado do campo vetor{@dy, dy), entio indo(S&, 35,) =indp(dd, dy).
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Demonstrago: (i) Comod = go, entaod, = ax0+9d e 35, = 0y0 +gdy.
Considere a homotoph : R? x [1,0] — R? dada por

H(X,y,t) = (toxd + 9o, tgyd + gdy),

tal queH (x,y,0) = (g8, gd,) e H(x,y, 1) = (&, &)

Vamos mostrar que existe uma vizinhakkae (0,0) emR? tal que, para todac U — {0}
et e [1,0, H(zt) # 0. De fato, suponha, por absurdo, que exista uma sequéndia ¢
R? x [1,0] tal quez converge a Ok (z,t)) = 0 ez # 0. Entao,

_ —tig(z)6(2)

~ —tigy(z)0(z)
9(z) '

) ° 9= )

Da hipotese que 0 & um zero isolado do cari@ody), segue qued(z) # 0. Logo, pela de-

sigualdade de Lojasiewicz, existe uma vizinhadgde 0 emR? tal que para todac U,
32(2)+8,%(2) > *5(2)*, (6.17)

onde O< p < 1,c > 0. Substituindo as derivadas parciaisddeo pontoz em (6.17) obtemos

(ti90)?(z)0° % (z) N (tigy)%(z:)0% 2P (z)

2

onde 2-2p > 0. Comoz converge a 0, segue da expressao (6.18)gu®, o que € absurdo.
Portanto, pelo Teorema 2.1, 't;(eﬁx, 3),) =indp(, o).

(i) A demonstracao & analoga a (.

Teorema 6.13.Sejam a, b e c fuldes anaditicas reais. Sé & um zero isolado dos campos
vetoriais(0, dy) e (d,ad— bdy), entio I(E,0) = 1(Ey,0).

Demonstra@o: A demonstracao segue usando o Teorema 6.8 e os Lemas 6112. M6

A seguir mostraremos que o indidé, 0) & invariante por equivaléncia analitica real.
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Sejam(E,0) e (L,0) germes de EDB’s dadas por

E(xy)dxdy = &xY)dy +2b(x,y)dxdy+&(x,y)dx = 0, (6.19)
Lxy)[dxdy = A(xy)dy? +2B(xy)dxdy+C(xy)dx’ =0, (6.20)

tais quea’’b, ¢, A, B e C sao germes de funcdes analiticas reais.
Suponha que os germes das EDAZS0) e (L,0) sao analiticamente equivalentes. Entao,
existe uma funcao analitiga: (R?,0) — R nao nula em 0 e um germe de difeomorfismo

analiticoh = (hg,hp) : (R?,0) — (RR?,0) tais que

. T
(é B)(p(?oh) p<boh>)<s B) (A 5)7 621
y a p(boh) p(€oh) y a B C

ondehyy = a, hyy = 3, hoy = y e hpy = § sao as derivadas parciais He Multiplicando a

Equacao (6.19) pela funczo analitigah™ : (R?,0) — R, obtemos
E(xy)[dx dy = a(x,y)dy*+2b(x, y)dxdy-+c(x,y)d>¢ = O, (6.22)

ondea= (poh1)-4 b= (poh1)-b e c=(poh1)-& Logo,

T
y a boh coh y o B C

e pelo Teorema 6.18(E,0) = I (E, 0).

Portanto, demonstrar qugE, 0) = I (L, 0) se reduz a demonstrar qu&,0) = I (L,0). Neste
caso, podemos supor, fazendo uma mudanca de coordeXadge Y = x se for necessario,
que os indices dos germgs, 0) e (L,0) sdo dados pela formula do item (i) do Teorema 6.8.

Sejad(x,y) = (B2 — AC)(x,y) = (detih)28oh(x,y) o discriminante de., onde d(x,y) =



6.2 Invariancia del (E,0) 61

(b? —ac)(x,y) & o discriminante dE. Considerandd = doh e usando (6.23), obtemos

A%—BY = S[E[(ad~—bd))oh - B[(cd—bS)oh]} (6.24)
(ach)(A&—B&) = S{B(J0h)(&yoh)+ [ (ach) + B(boh)][(ad—bd,)oh]} (6.25)
(ach)A = [&(aoh) + B(boh)]? — B?(doh) (6.26)

& = &(8o0h)+B(oh), (6.27)

ondeS= & a — By. Estas equacdes serao usadas nas demonstracdoeéxiomgrLemas.
A idéia da demonstragao da invariancia consiste em elizgms. Primeiro temos que achar

um caminho suave : [0,1) — 23(R?) tal quea(0) =0 e

E(xy)[dxdy] = a(xy)dy’+2br(x,y)dxdy+c(x y)dx =0, (6.28)
Le(x,y)[dxdy] = Ac(xy)dy?+ 2B (x, y)dxdy+Ci (x,y)dx® = 0, (6.29)

sejam perturbacdes boasHe L, onde(a;,bt,c) = (a,b,c) + a(t) e os coeficientes da sao

dados pelas seguintes igualdades

T
§p ) achnon) (e8| [asB) 60
y « bioh Goh y a B G

Em seguida, mostramos que 0s pontos singulares nao dagenmatekE; e L; parat perto de
zero, estao em correspondéncia biunivoca, istry & um ponto singular nao degenerado de
L; se e somente s&(zy) € um ponto singular ndo degeneradokgdee depois mostramos que
K (h(20)) = K3 (20), onded = (dedh)?5oh. Mas, pelo Teorema 5.6, 0 caminho sempre existe.
Portanto, resta provar a segunda questao.

Sejamg = (detlh)? e 5= (dedh)?doh = gd. O resultado abaixo sera usado na demonstra -

¢cao do Lema6.15 e o Teorema 6.18.

Lema 6.14. Seja 3 um zero isolado dos campos vetoridis, ady — bdy) e (4,4y). Ento,
indh, (3, (Ad,— B&y)Ad)) = inch, (3, (Ad,— BYy)AS)).
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Demonstra@o: Comod = g- 5, entao

~

(A8, —B&)A, = (A3, B3))Ad,g? + (A8, — B&y)gAG, + (Agk — Bgy)A]5.

g O 5 _ 5
L & ) \ (AS.~B3)A3, (A& -B3)AS, |

ondeL = (ASX — Bgy)gAg,-l- (Agk— Bg),)AS),. Portanto, pelo Teorema 2.6,

Logo,

ind,, (5, (A8 — BY))AJ,) = indy, (8, (Ad — B&,))AS)).

|

O lema a seguir mostra que os pontos singulares nao dedeseleE; eL; estao em corres-
pondéncia biunivoca pela aplicagad®?odemos supor, sem perda de generalidade, que O & valor
regular dos campog = (5,adx—bdy) eVo = (S,A& - 83),).

Lema 6.15. Seja0 um valor regular dos campos;\é \b. Entdo, z € um ponto singular &o

degenerado de L se, e somente $g;)"e um ponto singular@o degenerado de E.

Demonstrag@o: Suponha quep & um ponto singular nao degenerado.deEntao, pelo Lema
4.4,5(z0) = (Ad — BJy)(z0) = 0, A(zo) # 0 e &(z) # 0. Segue do Lema 6.14 quézy) =
(Ad—By)(20) =0.

Vamos mostrar quéach)(zg) # 0. De fato, suponha, por absurdo, @{b(z)) = 0. Entao,
b(h(z)) = 0. Pelo Lema 6.6¢(h(zy)) # 0 e dy(h(z)) # 0. Substituinday na Equacao (6.24)
obtemosB(z) = 0. Por outro lado, usando (6.21) tema@s= &2 - ach+ 2f3 - boh + 32 - coh.
Logo,A(zp) =0, o que & um absurdo.

Assim,a(h(zg)) # 0. Das Equagbes (6.25) e (6.26) segue @ — bdy)(h(z)) = 0. Por-
tanto, pelo Lema 4.4)(z) € um ponto singular nao degeneraddde

Reciprocamente, suponha du&p) € um ponto singular ndo degeneradddeEntao, pelo
Lema 4.4 e a Equacao (6.28)(z)) # 0, &y(h(zy)) # O e(ASX - Bgy)(zo) =0.

Vamos mostrar quA(zp) # 0. De fato, suponha, por absurdo, d\(gg) = 0. EntaoB(z) =
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0. Pelo Lema 6.62(z) # 0 e3y(zo) #+0. De (6.26) e (6.27), temos:
(§-ach+B-boh)(z0) =0 e & =& -8,0h+pB-&oh.

Como(adx — bdy)(h(z)) = 0, segue quéy(zo) =0. Entéo,(ﬁy(zo) =0, 0 que & um absurdo.

Agora vamos mostrar qu§.(20) # 0. De fato, suponha, por absurdo, cﬁ)ezo) = 0. Entao,
5),(20) = 0. Como(ads —bdy)(h(z)) = 0, segue quéé - ach+ B - boh)(zg) = 0. Usando a
Equacao (6.26), obtemagh(z)) - A(zg) = 0, 0 que & um absurdo.

Assim,A(zy) # 0, 3),(20) # 0 e pelo Lema 6.14, temos q(be& - 83),)(20) = 0. Portanto,
pelo Lema 4.4z5 € um ponto singular nao degeneradd_d@

O lema a seguir mostra qi&s(h(z)) = K3(20), ondezg e h(zp) sao pontos singulares nao

degenerados deeE.

Lema 6.16.Seja0 um valor regular dos campos ¥ \b. Se g € um ponto singulardo degene -
rado de L, erfio indy, (3, (Ad — B&y)AS)) = inthz) (3. (a8 — bd,)ady).

Demonstra@o: Suponha quéy € um ponto singular nao degeneradd-d&ntao, pelos Lemas
4.4 e 6.15A(z9) # O, 35,(20) # 0 eh(z) & um ponto singular nao degeneradoEleSegue do

Lema 4.4 queach) (z0) # 0, (& oh)(z0) # 0 e[(ach)(&oh) — (boh)(8y oh)](z0) = 0. Das
Equacdes (6.26) e (6.27) segue que

sign[A(z)] = sign[(ach)(zo)] (6.31)

sign[8(z0)] = sign|(ach)(z)(80h)(z0) (€ -ach+B-boh)(z)]  (6.32)

Pela Equacao (6.25), temos que

1 0 Soh B 5
(Ea—BYy)B(Soh) I ) \ (ad—bdy)oh (Ad—Bdy)(ach) |

onded = [£a — BY][& -ach+ B - boh]. Dai, pelo Teorema 2.1 segue que

indy, (3, (A3 — Bdy) (ach)) = sign|[(& - ach+ B - boh) (o) indy 5, (3, a8 — ba).
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Portanto, pelo Lema 6.14 e as Equacao (6.31) e (6.32) ,

ind,, (8, (A8 —B&)A8,) = indy(8, (A5, — BE,)AS))
= indp(z) (9, (ad—bdy)ady).

Lema 6.17.Se0 & um zero isolado dos campos vetori@%sfiy) e (&, 3\/), engo
indo(80%, &) = indo(38, ;) e inch(, &) = indo(S, 3).

Demonstrago: Comood = g- 5, a demonstracao € analoga ao Lema 6l.2.

Teorema 6.18.Sejam(E,0) e (L,0) germes de EDB’s equivalentes, da forma (6.22) e (6.20),
respectivamente. Sgé um zero isolado dos campos vetoriédsad, — bdy) e (8,dy), entio
I(E,0)=1(L,0).

Demonstra@o: Pelo Teorema 5.6, existem perturbacdes dfas L; de E e L dadas pelas
Equacdes (6.28) e (6.29), tais que 0 & um valor regulacdogos vetoriai$3,At3[x — Bt&y)

e (&, &by — brdy), para toda perto do Ot # 0, onded = bt2 — &G e 3[ = (detdh)?- &oh.
Denotamos poﬁ = &oh. Entao, pelo Lema 6.14 e 0 Teorema 2.2,

indo(5, (A% —B&)Ad) = indg(d (Ac‘& BS,)AY)
= Y ind, (&, (Ady—Bidy)Ady), (6.33)

parat perto do zerot # 0. Fixe umt perto do zero. Sejai; = {z€ R? | A(z) =0},Cp =
{zE€R? | A(2) #0}, Ca={z€ R? | &(2) = (Adx—Bi&y)(2) =0} eCy = {z€ R? | &(2) =
S(y(z) = 0}. Entdo, (6.33) éigual a

Y ind, (&, (Adx—BiBy)Ady) + T ind, (&, (Ady—Bidy)Ady). (6.34)

ze C ze G
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Pelos Lemas 6.14, 6.6 e Teorema 2.2,

Zcindz(&,mt&x—&&y)ﬂq&y) = ind; (A, By)
zc (1
— indo(A, B). (6.35)

Do lema 4.4, temogC,NC3) N (C,NCy) = @. Assim, o segundo somando de (6.34) € igual a

Z ind; (&, (Atdx — Brdy) Ady) + ind; (&, (Acdx — Brdy)Ady).
PAS NCs

ze CoNCy

Pelos Lemas 6.14, 6.15 e 6.16,

> indy (&, (Adx—Bidy)Ady) = 3 indy;) (&, (ad—bdy)ady)
VAS NCs

= 3 2Tis(h(@))). (6.36)
Segue do Lema 4.4 que
Z ind; (&, (Adx — Brdy)Ady) = 3 sign[dy(z))ind; (&, ). (6.37)
VA4S NCy
De (6.36) e (6.37) temos que:

Y indy (8, (Ad—Bidy)AS,y) = 3 2Tia(h(z))] + Y sign[8,(z)linds (8,8,). (6.38)

ze G

Por (6.34), (6.35) e (6.38) temos,
indo(3, (AS— B3,)AG,) = indo(A,B) + $ 2T (h(z))] + ¥ sign[&x(2)]indy (&, &y)-
Fazendo calculos simples e usando o Lema 4.4 obtemos,

indo(88, &) —indo(d, &) = 5 sign[&x(a)]ind; (&,8y)—2 5 indy (4, Ay)

(h(z) iNthz) (B &y) = 5 iy (G Ay).
Z

&(z)<0
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Segue das duas igualdades anteriores que
indo(3, (A8 — Bdy)AJ,) = 21 (E,0) +indo(A, B) +indo (58, &) — indo(3x, &),

Assim,

1(E,0) = 5inch(3, (A8, — B&,)AF) - 5indo(A, B) — 5indo(88,,&) + 5inco(5.,),

e portanto, pelo Lema 6.17 e Teorema 6(&,0) = 1(L,0).1

6.3 Indice de EDB’s com coeficientes suaves

Nesta secao mostramos que as formulas para o indicerdedelas no Teorema 6.8 podem ser
estendidas para equacgdes diferenciais binarias cofitien¢es suaves que satisfazem a uma
condicao de finitude, o que permite introduzir o conceéaralice para esta classe de equacoes.

Seja(E,0) um germe de uma EDB dada por
E(x,y)[dx dy] = a(x,y)dy? 4 2b(x, y)dxdy-+ c(x, y)dx¢ = O, (6.39)

com coeficientes, b, c suaves. Sejad = b? —aca funcao discriminante de.

Defini¢éo 6.19.Dizemos que o germ,0) é finito se nid,ady — bdy) < o, m(d,dy) < o e
m(3,8)) < e.

Indicaremos po¥y = (0, (adx — bdy)ady), Vo = (&, 55,) eVs = (00, dy). Vamos indicar por
Z 0 conjunto de todas as EDB'’s finitas. Quan@0) € .#, os campo¥, i € {1,2,3}, sao
¢ -finitamente determinados e tém, portanto, singularideol@ada na origem. Mostraremos
a seguir queZ acontece em geral. Lembremos que uma propriedade acomtegeral se o
complementar do subconjunto formado pelos elementos diséagam.#? € um conjunto pro-

algébrico de codimensao infinita (ver pagina 4).
Proposigao 6.20.0 conjunto das EDB’s finitas acontece em geral.

Demonstra@o: Usando o Teorema 5.1 e o0 argumento da demonstragao doriear8 em [7],

segue o resultadd
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Para equac0es diferenciais binarias.npodemos definir:

Defini¢do 6.21.Para (E,0) € .#, definimos:

J(E,0) = %indo(é, (ad,— bd,)as,) — %indo(a, b) — %indo(é&, &) + %indo(éx, 3).

Seja(E;,0) um germe de uma EDB dada por
E: (x,y)[dx dyl = a (x,y)dy? + 2br (x, y)dxdy+ ¢ (X, y)dXC = 0, (6.40)

ondea, (x,Y), br(x,y) e cr(x,y) sio og-jatos dea, b ec em(0,0). Sejad = b? — a,¢; a fungéo

discriminante dé;.
Proposi@o 6.22.Se(E,0) € .#. Ento, existe um > O tal que, JE,0) = J(E;,0).

Demonstra@o: Seja(E,0) um germe de uma EDB finita. Entao, existe um inteiro poskivo
tal quem'§ C Vi, i€ {1,2,3}. Logo, parar suficientemente grande temagsd, = jk(5rx,5ry),
j'Vi=jK(&, (ardrx—brdry)ardry) € [ V3 = jX(& &, &y). Portanto, segue do Teorema 2.5 que

J(E.0) = Sindo(B:, (3G — by By iy) — 5indo(ay,br) — 5ndo( iy, ) + 5ol B, By

|

Segue da proposi¢ao anterior que o invaridfke 0) coincide com o indice definido anteri-
ormente quando os coeficientes sao analiticos.

Observa@o. Os resultados desta secao podem ser estendidas paraeamkas ampla das
EDB’s tais que os campos vetoriafg, V, e V3 satisfazem a condicao de Lojasiewicz, isto &,

existem constantes positives cp, C3, a1, a2 € a3 tais que

MY = Gill ()1

parai € {1,2,3}, numa vizinhanca da origem.
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6.4 Invarancia doJ(E,0)

Nesta secao provaremos qli€e, 0) & invariante por equivaléncia para equacgdes dife iaénc
binarias com coeficientes suaves.

O Teorema a seguir fornece uma desigualdade tipo Lojasiewic

Teorema 6.23.Sejad : (R?,0) — (R,0) um germe de furdp suave tal que (d, &) < o.
Entdo, existem uma vizinhanca U 8eemR? e uma fun&o suave £ U — R tais que, para

todo xe U
108(x,y)| - [T (x,y)| = c[d(x,y)P,

ondeO<p<lec>0.

Demonstragio: Da hipotese quen(dy, dy) < o, segue que existe um germe de difeomorfismo
suaveh = (hy,hy) : (R%,0) — (R?,0) tal qued oh & um polindmio. Pela desigualdade de

Lojasiewicz 6.7, existe uma vizinhangade 0 emR? tal que, para todéx,y) € V
1B(8oh)(x,Y)|| > c|(8oh)(x,y)/?, (6.41)

ondeO<p<lec>0.

Calculando o gradiente da funcéo h, obtemos:

O(6oh) = (&oh-hy + &oh-hy, &oh-hy + doh-hy)
= ({(hwx, ha), 00 o h), {(h1y, hay), 008 0 ), (6.42)

onde(,) denota o produto interno eRr.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

[(hax; h2) |- [Bd e hl| = [{(hax, hay), 06 o h)| (6.43)

I(hay,hay) - D8 b > [((hyy,hay), D50 h)] (6.44)
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De (6.42), (6.43) e (6.44) temos que:

\/(H(hlx,hzx)H2+ I(hay, h2y)[[) - 108 o b = [O(S o h. (6.45)

Segue de (6.41) que

\/||(h1x, h2) (6 V)12 4 [ (hay, hay) (6. Y)[[2- 188 (h(x y)) || = ¢S (h(xy))[?,

para todo(x,y) € V. Considerandd = \/(H(h1X7h2x)||2+ [(h1y,hoy)[[2) o™t e U =h(V), 0
resultado segudll

Sejam(E,0) e (L,0) germes de EDB’s finitas dadas por

E(xy)[dxdy = a(xy)dy*+2b(x,y)dxdy+c(x,y)dx* = 0, (6.46)
L(x,y)[dxdy = A(xy)dy?+ 2B(x,y)dxdy+C(x,y)dx’ =0,

tais quea, b, ¢, A, B e C s@o funcdes suaves. Séja: b? —ac.

Usando o Teorema 5.8, temos que existem uma sequfigiale R convergindo para O e
uma perturbacab; de (E,0) tal quek;,, € O, para toddm perto do zero.

Entao, fixando unty, perto do zero e usando o mesmo argumento da demonstrada&m<o

rema 6.8, temos

J(E,O):ZKdm(zi)+ Z indy; ( Qs Gy ) (6.47)

Sum(U)<0
ondez sao pontos singulares nao degeneradds deu; pontos criticos dé;,, respectivamente.
Observe que os Lemas 6.11 e 6.12 podem ser generalizadassdaB’s finitas, usando a
desigualdade do Teorema 6.23. O Teorema 6.18 também podersealizado para as EDB'’s

finitas, usando a Equacao 6.47 e a perturbacao dada nerfie®.9. Portanto, temos:

Teorema 6.24.Sejam(E, 0) e (L,0) germes de EDB’s finitas. $E,0) e (L,0) sdo equivalentes,
engo J(E,0) = J(L,0).



Cagtulo

/

Equa@es diferenciais imptitas com
Fop(0) # 0

Neste capitulo definimos um indice para EDI's analitieass quandépp # 0 em um ponto
singular isolado e mostramos que este indice pode serssxpeen termos do indice da 1-forma
w = dy— pdxe do indice do gradiente dfe Na secao 7.2 sao estudados os pontos singulares e
as perturbacdes boas de um tipo especial de EDI, usandwia @ie Singularidades.

O segquinte resultado sera usado na demonstracao do L&maSgja A um subespaco
topologico deR". Entao, indicaremos pof(A) a caracteristica de Euler de A. SéjaR" — R
uma fungao analitica real tal qu¢0) = 0 eV, = f~1(¢) N By, ondeB; & uma bola fechada de
centro O e raio r eriR". O teorema a seguir relaciona o indice do campo gradiéhtea origem,

com a caracteristica de Euler das fibfas (&) numa vizinhanca da origem.
Teorema 7.1.([40]) Seja0 um ponto citico isolado de f. Er&o:
(i) See >0, enfio (V) = 1+ (—1)"lindof.

(i) See <0, entox(Ve) =1—indof.

7.1 Indice de uma EDI quandgsp(0) £ 0

Seja(F,0) um germe de uma EDI cofy(0) = 0 eFpp(0) # 0, dada por

F(xy,p) =0, (7.1)
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ondep = %: eF & uma funcao analitica real & emR. Entao, usando o Teorema da Divis&o,

temos

F(x.y, p) = a(x,y) p>+2b(X,y) p+c(X,y), (7.2)

ondea, b e ¢ sdo fungdes analiticas reaia@,0) # 0. Neste caso, usando o teorema 6.9,

definimos o indice da EDI por

|(F,0) = %indo(ééy,aa& —abdy) + %indO(fsx, %),

onded = b? — ac.

Vamos mostrar que os indices dos campos vetdidalg aady — abdy) e (dx, dy) em 0 podem
ser expressos em termos de indices de campos vetoridts goe so6 dependem de

Sejamw = dy— pdxa 1-forma definida enR3® e M = F~1(0). A 1-forma w induz uma

1-formaw,, emM. SejaS= (F,Fp, Fx+ pFy) 0 campo vetorial definido e,

Lema 7.2. Seja @ um zero isolado do campo vetorial S. Seéqum zero &o degenerado do

campo vetorial S, eéb ig,(w,,) = sign[Fy(qo)] - iNdg, S

Demonstragio: Sejagg um zero nao degenerado do campo vet@idtntao,F,(qo) # 0. Logo
M & suave numa vizinhanca dg e pelo Teorema 3.3)p &€ um zero daw,,. Pelo Teorema
da Funcao Implicita, existe uma func@a R? — R, tal queF (x, ¢(x, p), p) = 0. A funcao,
h:R? — R3, definida porh(x, p) = (X, ¢ (x, p), p) € uma carta suave da superfide logo o

pull-back da 1-formaw pela funcao h é

—Fx(h(x, p)) — pRy(h(x, p))
Fy(h(x, p))

—Fp(h(x p)
Fy(h(x.p)) ~

@, (%, p)(u,v) = ( Ju+

Assim,

: . —Foh—pRoh —Fyoh
IO(MM) = Indo( Fyoh ’ Fyoh

)

Sejag(x, p) = (Fpoh,—Fxoh— pF,ch). Portanto, pela Equagao (4.12), o resultado selue.

Lema 7.3. Seja0 um zero isolado day,,. En®o, io(w,,) = indo(FFy, Fp, R+ pFy).
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Demonstrag@o: Seja 0 um zero isolado da,,. Entao, pelo Teorema 3.3, 0 € um zero isolado
do campo vetorialF, Fp, K+ pFy).
Seja(FF, — Ry, Fp, I+ pFy) uma perturbagao do campo vetokigFy, Fp, Fx+ pFy). Entéo,

pelo Teorema 2.2,

= Z/ sign[Fy(a)]indg (F — €, Fp, Fx+ pFy) — sign[e]indgOF.
Qic€Ve

Fixe ume < 0 perto do zero. Entao, pelo Lema 7.2,
g (), ) = sign[Ry(a)] - indg (F — &, Fp, B+ pRy),
para todaj € V.. Do Teorema 7.1,
indo(FFy, Fp, Fx+ pRy) = Z/ g (@, ) —X(Ve)+ 1.
0i€Ve
Portanto, pela Proposicao 2.22,

]
ComoFpp(0) # 0, entaca(0, 0) # 0. Logo, multiplicando a Equagao (7.2) pe% temos

G(x,Y, p) = —p*+2B(x,y) p+C(X.y), (7.3)

ondeB(x,y) = —2&% C(x,y) = —g&% e G = —1F. Sejad*(x,y) = B?(x,y) +C(x,y) o dis-

criminante de G, entao

G<X7y7 p) = _G%<X7y) + 5*<X7y)

Nesta nova EDB o fato importante & a correspondéncia desssied* com o sinais de G, em
pontos fora do discriminante, isto &, sigri(xo, Yo)] = sign[G(Xo, Yo, Po)], ondeB(Xo,Yo) = Po.
e ainda pelo Teorema 6.13G,0) = | (F,0).
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Lema 7.4. Seja @ = (Xo, Yo, Po) um ponto singular da EDI (7.3).

(i) Se @ & um zero &o degenerado do campo vetor{@", & + Bd;), engio
indg, (GGy, Gp, Gx+ pGy) = 2[T5: (X0, Yo))-
(i) Se @ & um zero &o degenerado do campo vetor{d, &), en&o
iNdg, 10G = —indy, y0) (&, &)

Demonstra@o: A demonstragao segue usando as Equacoes (4.7) el.8).

Dada uma equacao da forma 7.3 sempre € possivel achgrartunebacao de G, da forma
Gt <X7y7 [dX»(M) = _dyZ + ZBI (X7Y)dex+Ct(X,Y)dX2,

tal que 0 & um valor regular do campo vetofigt, &y + Bt&f,), para todo t perto do zero, onde

& (xy) = (B2 +C)(x,y), isto &,G; € uma perturbagzo boa de G.

Teorema 7.5.Seja 40,0) # 0 e 0 um zero isolado do campo vetorigl, ad, — bdy). Entio,
1 1
|(F,0) = 5Indo(GGy, Gp, Gy + PGy) — 5INdoIG.

Demonstra@o: SejaG; uma perturbacao boa d&tal que 0 seja um valor regular do campo

vetorial (&, &y + Bty ). Entdo, pelo Teorema 2.2,
Indo(GGy, Gp, Gx+ PGy) = ¥ ind, (GiGry, Grp, Gx+ PGry)- (7.4)
Segue do Lema 4.4 que (7.4) € igual a

indqi(GtG[y7th7GtX+ thy) + z indCIi(Gthy7th7GtX+ thy) (75)
Gt (ai)=0 Gry(0)=0
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Por outro lado,

indy (GGry, Gtp, Gix+PGy) = Y Indg0G — Y indg UG
Gty(Gi)=0 Gi(gi)>0 Gi(q)<0

Assim, Ind (GG, Gp, Gx + pGy) — IndpIG € igual a

Y indg(GiGiy, Gip,Gix+ PGy) —2 Y indg UG
Gi(a)=0 Gr(a)<0

Portanto, pelo Lema 7.4,
1 1
I(F,0)= élndo(GGy, Gp, Gx+ pGy) — élndoDG.

Teorema 7.6.Seja 40,0) # 0 e 0 um zero isolado do campo vetorig, ad, — bdy). Entio,
: 1 1
| (F,0) = sign[Fpp(0)] - élndODF + 10y
Demonstra@o: Sejag = —%. ComoG = gF, entao

(GGy,Gp,Gx+pGy) = (99,F*+g°FFy,gFp, [0+ PGJF +g[Fx+ PFy))
(Gx,Gy,Gp) = (9xF +9Fy,0yF +9F,gF).

Considere as seguintes homotogiasi; : R® x [0,1] — RS dadas por

H(qt) = (tggF?+g°FFy,gFo,t[gx+ pg,IF + g[F«+ pR])(g,t)
Hi(a,t) = (toxF +9ghktoyF +gF, gF)(q.t).

tais queH (9,0) = (g°FFy, gFp, g[Fx+ PRy))(a) e Ha(a,0) = (9Fx gFy, 9Fp)(a).
Repetindo o mesmo argumento da demonstracao do Lema@&n@s que existe um aberto
U de 0 emR3 tal que, para todg e U — {0} et € [0,1], H(g,t) # 0 eH1(q,t) # 0. Entao, pelo
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Teorema 2.1,
Indo(FFy, Fp, Fx+ pFy) = Indo(GGy, Gp, G+ pGy) e  Inch(gF, gFy, gFp) = Indo0G.

Portanto, pelo Corolario 7.3 e o Teorema 1(%;,0) = sign[Fpp(0)] - %IndoDF + %ioch. [ |

E claro, pelo Teorema 6.18, qu@-, 0) é invariante por difeomorfismos suaves no conjunto
de todas as equacdes diferenciais implicitas Egg0) # O.

Sejaé = (Fp, pFp, —Fx — pFy) um campo vetorial definido ef®®, o qual define um campo
vetorialé |y emM dado pela restricdo deemM. Sejan = Fpdx+ pFpdy— (Fc+ pF/)dpuma
1-forma definida eniR® e considere),, a restricao da 1-formg emM.

Os resultados dos Lemas 7.2 e 7.3 também sao verdadeieoa peormar,,,. Logo, se 0 &

um zero isolado da 1-formg,, emM, entaoio(n),,) = io(w,,)-
Teorema 7.7.Seja0 um zero isolado do campo vetoriély em M, endio inthé [m = io(w),, )
Demonstrago: Usando o Proposicao 2.23, t&dm =io(n),,). Portanto, ingé |w =io(w,,). B

Pelo teorema acima, obtemos que

: 1 1
I (F,0) = sign[Fpp(0)] - élndoDF + élnd0€|,v|.

7.2 Aequadody’— d(x,y)dx =0

Um germe de equacao diferencial implicifa 0) tal queFp,(0) # 0 & equivalente, (ver [9],

proposicao 3.2), a equacao
E(xy)[dx dyl = dy* — &(x,y)dx* = 0. (7.6)

Ou, equivalentemente, qualquer equacao diferencidriairpara a qual nem todos os coefi-
cientes sao nulos na origem reduz-se a forma normal (P&p estudar equacodes diferenciais
binarias dadas na forma (7.6) € possivel utilizar mé&odh Teoria de Singularidades para in-
terpretar os resultados obtidos anteriormente, em termssidgularidades da fun¢c@com

relacao a uma classe de equivaléncia conveniente.
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Seja.# o grupo de contato que age no grafico de germes de furd¢R?2,0) — R.
Indicaremos por# ™ o subgrupo geométrico do grupo de contatoformado pelos germes de
difeomorfismodH : (R3,0) — (R3,0) tais queH (x,y,2) = (h(x,y), 8(x,Y,2)), onded(x,y,0) =
0 eh: (R?,0) — (R?,0) & um germe de difeomorfismo tal g, y) = (h1(x,y),ha(y)), (Note
que.z* coincide com o grupo de bifurcagao [27]).

O espaco tangente dé™* emd € o conjunto
T(0)={ad+bd+cd | a,bec & e ce & nao depende de}.

A ¢ *-codimensao d&, denotada por# *-cod(@) & definida por.z*-codd) = dim%.
Quando.# *-cod(d) < o, dizemos qued tem . *-codimensao finita. Coma# ™ & um sub-
grupo geomeétrico, as teorias de determinacao finita daleamento versal se verificam para
7 (ver [17]).

Observemos que €& (R?,0) — R & um germe de uma funczo analitica real tal §(@ =

o«(0) =0, entaod & .7 *-estavel se, e somente dg(0) # 0 ed, # 0 (ver [27]).

Proposicdo 7.8. Seja(E,0) dada pela Equaio (7.6). Eno, 0 & um ponto singular&o dege -
nerado de E se, e somente 8€)) = &(0) =0e d &.7*- estvel.

Sejad : (R?,0) — R um germe analitico real tal que/& *- codimensao dé & finita e seja

D: (R2xRS0) — R
(Xy,u) = D(xy,u),

D(x,y,0) = &(x,y), uma.# *-deformacgao versal d&. Indicaremos também p® um repre-
sentante d® definido em uma vizinhangd/ x U, ondeW é vizinhanca de 0 e eU &

vizinhanca de 0 erfi®®. O conjunto de bifurcacao d2 é o conjunto
B={ueU | Dy:W — R, Dy(x,y) =D(x,y,u), nao é.# *-estave}.

B & um conjunto analitico proprio d&° e o seu complementar tem um namero finito de com-
ponentes conexas. 8e= R®— B, entdoD, & estavel. Qualquer caminlo: (—¢,&) — RS tal

quea; € RS—B, t # 0, corresponde a uma perturbacao boa da EDB (7.6), past@dot # 0,
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as Unicas singularidades *-estaveis dé sao pontos singulares nao degeneradds.de
Sejam(E,0) uma EDB dada pela Equacgao (7.6) e 0 um zero isolado do caetpoal
(0, ). Entdo, pelo Teorema 6.9, o indice da EQB0) & dado por

1(E,0) = %indo(c‘iéy, )+ %indo(c‘&, 3,).

Como o numerd(E, 0) s6 depende do gerndg entao indicaremosE, 0) porl(9d,0).

Proposigio 7.9.Sejad; : (R?,0) — R, um germe andiico real. Sed e 6; si0.7 *-equivalen -
tes, endo 1(4,0) =1(&,0).

Demonstra@o: A demonstracao segue do Teorema 6H8.
A seguinte tabela mostra as formas normais de germes sbay®$,0) — R, .# *-simples

(classificados em [33]). Completamos a tabela calculandiodises das formas normais.

Formanormaldé | k 1(8,0)

+x3 +y? 0
X<ty par -2
k>2 impar 0
—xK+y par 3
k>2 impar| O
X2 K par 0
k>2 impar| -3
X% —yK par -1
k>2 impar| -3
RS par 0
k> 2 impar| 3
—xZ —yK par 1
k> 2 impar| 3
X<+ xy par -1
k>3 impar| -3
—X<+xy par 0
k>3 impar| -3

Tabela 7.1: Formas normaig *-simples
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