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Resumo

Neste trabalho estudamos as equações diferenciais binárias em uma vizinhança de um ponto

singular isolado. Usando a abordagem geométrica de Bruce eTari para o estudo da multiplici-

dade de uma equação diferencial binária, introduzimos uma definição de ı́ndice para esta classe

de equações, o qual coincide com a definição clássica deHopf para o ı́ndice de equações dife -

renciais binárias positivas. O principal resultado é umafórmula que expressa o ı́ndice em termos

de informação obtida a partir dos coeficientes da equação original. A invariância do ı́ndice por

equivalências suaves é também estudada. Para uma classeespecial de equações diferenciais

implı́citas, relacionamos o ı́ndice da equação com ı́ndices de especiais 1-formas e campos veto-

riais em variedades com singularidades isoladas.



Abstract

In this work we study binary differential equations in a neighborhood of an isolated singular

point. Following the geometric approach of Bruce and Tari intheir work on multiplicity of a

binary differential equation, we introduce a new definitionof index for this class of equations,

which coincides with the classical definition by Hopf for positive binary differential equations.

The main result is a formula expressing the index in terms of information obtained from the

coefficients of the original equation. The invariance of theindex by smooth equivalences is also

proved. Some results relating the index with the indices of 1-forms and vector fields in singular

varieties are given for a special class of implicit differential equations.
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Introduç̃ao

Uma equação diferencial implı́cita (EDI) é uma equação da forma

F(x,y, p) = 0, (1)

ondep = dy
dx e F : R

3 −→ R é uma função suave. As singularidades das EDI’s foram estudadas

por Lak Dara em [14]. Ele mostrou que em uma vizinhança de um ponto singular regular (ver

Definição 3.5) a forma normal é dada porp2 = x, e em pontos singulares não regulares mostrou

que existe um conjunto aberto e denso no espaço da todas as funçõesF de R3 em R com a

C3-topologia de Whitney tais que os pontos singulares não regulares são de cinco tipos. Os três

primeiros são de tipo sela, nó ou foco e os dois últimos são de tipo cúspide elı́ptica ou hiperbólica

(Teorema 3.9). Davydov em [15], mostrou que em uma vizinhanc¸a de um ponto singular de tipo

sela, nó ou foco as formas normais sãop2+y− 1
2x2 = 0, p2+y+ 1

18x2 = 0 ou p2+y+ 1
8x2 = 0,

respectivamente, e provou que as formas normais em uma vizinhança de um ponto singular de

tipo cúspide elı́ptica e hiperbólica, têm módulo funcional.

QuandoFpp(0) 6= 0, a Equação (1) se identifica, numa vizinhança da origem,a uma equação

diferencial binária (EDB) da forma

E(x,y)[dx,dy] = a(x,y)dy2+2b(x,y)dxdy+c(x,y)dx2 = 0 (2)

ondea,b,c : R2 → R são funções suaves. Prova-se usando o Teorema 3.9 que genericamente os

únicos pontos singulares são de tipo sela, nó ou foco, e portanto nesta classe de equações, não

acontece moduli. Este tipo de equações aparece em váriosramos da matemática em particular

em geometria diferencial, por exemplo, no estudo das linhasde curvatura e no estudo das linhas

assintóticas de uma superfı́cie emR3.

Quando a equação diferencial binária é positiva, isto ´e, δ = b2−ac > 0 e δ (x,y) = 0 se,
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somente se,a(x,y) = b(x,y) = c(x,y) = 0, Hopf define em [32] um ı́ndice para este tipo de

equações em um ponto singular isolado da EDB (ver Teorema 4.16). Este ı́ndice é um invariante

topológico no espaço das equações diferenciais binárias positivas. Nesta direção, J. W. Bruce e

Farid Tari em [9] introduzem a multiplicidade de uma EDB, numa vizinhança da origem, como

o número máximo de pontos singulares de tipo sela, nó ou foco de uma perturbação genérica da

EDB dada por

Et(x,y)[dx,dy] = at(x,y)dy2+2bt(x,y)dxdy+ct(x,y)dx2 = 0. (3)

Procuramos neste trabalho estender a definição do ı́ndice, dada por Hopf (Teorema 4.16), para

EDB’s não necessariamente positivas usando as idéias da multiplicidade de uma EDB introduzi-

das por J. W. Bruce e Farid Tari em [9].

Quando os coeficientes da equação diferencial binária s˜ao analı́ticos reais, definimos um

ı́ndice em termos de perturbações boas da EDB (ver Definição 6.5) e mostramos no Teorema 6.8

que este ı́ndice independe das perturbações boas escolhidas, exibindo uma fórmula que expressa

o ı́ndice em termos de informações obtidas a partir dos coeficientes da equação original. A

invariância do ı́ndice por equivalências analı́ticas éprovada no Teorema 6.18.

Para EDB’s com coeficientes suaves que satisfazem a uma condição de finitude, o ı́ndice

é definido usando a fórmula dada no Teorema 6.8. A invariância por equivalências suaves é

provada usando um tipo de desigualdade de Lojasiewicz dada no Teorema 6.23 e a existência da

perturbação dada no Teorema 5.9.

Uma equação diferencial binária com coeficientes não todos nulos na origem pode ser inter-

pretada como uma equação implı́citaF(x,y, p) = 0, p = dy
dx, comFpp(0) 6= 0. Para esta classe de

equações, relacionamos o ı́ndice da EDI com o ı́ndice da 1-formaω = dy− pdxe o ı́ndice do

campo gradiente deF, definidos sobre a variedade singularF = 0. A extensão destes resultados

para equações diferenciais binárias com coeficientes nulos na origem é um problema aberto, cuja

solução vai depender do estudo de formas diferenciais comsingularidades não isoladas definidas

em variedades singulares.

O primeiro capı́tulo deste trabalho trata sobre fatos básicos da Teoria das Singularidades e as

propriedades de conjuntos algébricos, semialgébricos,analı́ticos, semianalı́ticos e subanalı́ticos.
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No capı́tulo 2, apresentamos algumas propriedades do ı́ndice de um campo vetorial sobre

uma variedade suave e apresentamos resultados sobre ı́ndice para campos vetoriais e 1-formas

em variedades com singularidades isoladas, estudadas por W. Ebeling e S. M. Gusein-Zade em

[18].

No capı́tulo 3, mostramos resultados conhecidos de equaç˜oes diferenciais implı́citas (EDI’s)

como, por exemplo, as formas normais de uma equação diferencial implı́cita em torno de pontos

singulares genéricos e um invariante diferenciável parauma EDI.

O capı́tulo 4 é dedicado ao estudo dos pontos singulares de uma equação diferencial binária.

O principal resultado é o Teorema 4.8. Neste capı́tulo introduzimos uma relação de equivalência

no conjunto de todas as EDB’s, a noção de perturbações boas de equações diferenciais binárias

e apresentamos alguns invariantes conhecidos de EDB’s.

No capı́tulo 5, provamos a existência de perturbações boas para equações diferenciais binárias

com coeficientes analı́ticos reais e mostramos a existência de perturbações para EDB’s com co-

eficientes não necessariamente analı́ticos, as quais satisfazem algumas propriedades úteis.

O capı́tulo 6 contém os principais resultados do trabalho.Definimos o ı́ndice de uma EDB

com coeficientes analı́ticos reais em termos de perturbaç˜oes boas e mostramos no Teorema 6.8

que este ı́ndice independe das perturbações boas escolhidas, exibindo uma fórmula que expressa

o ı́ndice em termos dos coeficientes da equação original. No Teorema 6.17, mostramos que o

ı́ndice da EDB é invariante por equivalências analı́ticas reais. Mostramos ainda como estender

o ı́ndice para uma classe de equações diferenciais binárias com coeficientes suaves.

No último capı́tulo, capı́tulo 7, definimos um ı́ndice paraEDI’s analı́ticas reais quando

FPP 6= 0 em um ponto singular isolado e mostramos que este ı́ndice pode ser expresso em ter-

mos do ı́ndice da 1-formaω = dy− pdx e do ı́ndice do gradiente deF. Usando a Teoria de

Singularidades estudamos os pontos singulares e as perturbações boas de um tipo especial de

EDI.



Caṕıtulo

1

Preliminares

Na primeira parte deste capı́tulo introduzimos as notações e definições básicas, usualmente

utilizadas na Teoria de Singularidades. Em seguida, definimos as seguintes categorias de con-

juntos: algébricos, semialgébricos, analı́ticos, semianalı́ticos e subanalı́ticos. Os resultados des -

critos nas Seções 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4 podem ser encontradosnas referências [3], [4], [25], [34] e

[47].

1.1 Preliminares da Teoria de Singularidades

Sejax ∈ Rn. Consideremos o conjunto das aplicações suaves definidasnuma vizinhança de

x ∈ Rn com valores emRm. Neste conjunto vamos introduzir uma relação de equivalˆencia.

Sejam f : U −→ Rm e g : V −→ Rm neste conjunto. Dizemos quef é equivalente ag se existir

uma vizinhançaW dex emRn tal que f|W = g|W .

Definição 1.1.As classes de equivalência s̃ao chamadas de germes de aplicações suaves em x.

Notação: f : (Rn,x) −→ (Rm,y), ondey = f (x). Dizemos quex é a fonte do germe ey é

meta do germe.

O conjunto de todos os germes de aplicações suaves com fonte x = 0, f : (Rn,0) −→ Rm

será denotado porEn,m. Quandom = 1, indicaremos apenas porEn. O anelEn é local e tem

como único ideal maximalmn = { f : (Rn,0) −→ R | f (0) = 0} = 〈x1, ...xn〉. Analogamente,

indicaremos porOn o anel de germesf : (Kn,0) −→ K, comK = R ouC, com f analı́tica real

quandoK = R ou holomorfa quandoK = C.

A classe de equivalência das aplicações suaves cujas derivadas na origem coincidem até a
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ordemr, no desenvolvimento de Taylor omitindo-se o termo constante, é denominadar-jato de

f na origem, e a notação usada éj r f (0). O conjunto de todos osr-jatos é denotado porJr(n,m).

Denotaremos aR-álgebra local def porQ( f ) = En/〈 f 〉, onde〈 f 〉 = 〈 f1, ..., fm〉 é o ideal de

En gerado pelas funções coordenadas def .

Definição 1.2. Dizemos que o germe f: (Rn,0) −→ Rm é finito se a dimens̃ao daR-álgebra

local Q( f ) é finita.

Vários grupos agem emEn,m. Quando dois elementosf ,g∈En,m estão em uma mesma órbita

segundo a ação do grupoG , dizemos quef e g sãoG -equivalentes e denotamos porf
G
∼ g.

As relações de equivalência de nosso interesse são aquelas definidas pelas ações dos seguin -

tes grupos (de Mather):

Definição 1.3.Seja f : (Rn,0) −→ (Rm,0). Definimos:

R = grupo dos germes de difeomorfismos h: (Rn,0)−→ (Rn,0) cuja aç̃ao em fé a compo -

sição à direita, istoé, f◦h−1.

C = grupo dos germes de difeomorfismos H: (Rn×Rm,0)−→ (Rn×Rm,0) tais que H(x,y)

= (x,θ(x,y)) e H(x,0) = (x,0). A aplicaç̃ao θx é um difeomorfismo deRm, dependendo de

x∈ Rn, sua aç̃ao transforma f na aplicaç̃ao

x 7−→ θx( f (x)).

Equivalentemente, H age no gráfico de f emRn×Rm.

K = R ×C (produto semi-direto).É o grupo formado pelos germes de difeomorfismos

H : (Rn ×Rm,0) −→ (Rn ×Rm,0) que s̃ao escritos na forma H(x,y) = (h(x),θ(x,y)), com

h ∈ R e H(x,0) = (h(x),0). O diagrama comutativo abaixo descreve umaK -equival̂encia

entre os germes f e g:(Rn,0) −→ (Rm,0):

(Rn,0)
(id, f )
−−−→ (Rn×Rm,0)

πn−−−→ (Rn,0)

h





y
H





y
h





y

(Rn,0)
(id,g)
−−−→ (Rn×Rm,0)

πn−−−→ (Rn,0)

onde id: (Rn,0) −→ (Rn,0) é a aplicaç̃ao identidade doRn e πn : (Rn×Rm,0) −→ (Rn,0) a

projeç̃ao can̂onica. Note que H age no gráfico da f , aplicando-o no gráfico da g.
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Notação.f
K
∼ g

O grupoK é chamado grupo de contato. O grupoC é subgrupo normal deK .

Definição 1.4.Cl - G , G = R, C ou K , l ≥ 0, são definidos como acima, tomando difeomor-

fismos de classe Cl , l ≥ 1 ou homeomorfismo, quando l= 0.

A classe dos germes de interesse é a daqueles que podem ser representados pelo seu polinô -

mio de Taylor de alguma ordem. A linguagem básica para isto envolve o conceito de determina -

ção finita. Muitos trabalhos são dedicados à caracterização da determinação finita e outros

buscam encontrar estimativas para a ordem de determinação, com respeito às várias relações de

equivalência. Como estamos interessados particularmente no grupoK , introduzimos o conceito

de germeK -finitamente determinado. Para outros grupos de Mather a definição é análoga. A

referencia básica para este assunto é [47].

Definição 1.5. Um germe f: (Rn,0) −→ (Rm,0) é r - Cl -K -determinado, l≥ 0, se para todo

germe g: (Rn,0) −→ (Rm,0) com jr f = j rg ent̃ao f é Cl -K -equivalente a g.

Se f é r - Cl -K -determinado para algum r< ∞, ent̃ao f é Cl -K -finitamente determinado

ou Cl -K -finito e r (o menor possı́vel) é o grau de determinação de f .

Quando l= ∞, dizemos apenas que féK -finitamente determinado.

Proposiç̃ao 1.6. (Mather [36]) Seja f: (Rn,0) −→ (Rm,0), com n≤ m. S̃ao equivalentes:

a) f éK -finitamente determinado;

b) f éC -finitamente determinado;

c) dimR Q( f ) < ∞.

As definições seguintes são de J.C. Tougeron [45]. SeVr ⊂ Jr(n, p) são conjuntos algébricos,

comVr+1 ⊂ π−1Vr , o conjuntoV dos germes de aplicaçõesf tais quej r f (0) ∈Vr , para todor

é chamado depró-algébrico. A codimensão deVr é menor ou igual à codimensão deVr+1. A

codimensão deV é definida pelo limite das codimensões deVr quandor → ∞. Dizemos que

uma propriedadeP dos germes de aplicaçõesacontece em geralseP acontece exceto para um

conjunto pró-algébrico de codimensão infinita.
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SuponhaV pró-algébrico. Então, a codimensão deV é infinita se, e somente se, para todo

z∈ Jr(n,m), existef /∈V tal que j r f (0) = z.

O próximo teorema é devido a Mather e Tougeron (ver [45], [46]). O teorema pode também

ser encontrado em [6] e [47].

Teorema 1.7.A propriedade deK -determinaç̃ao finita acontece em geral para germes f∈

En,m.

O resultado seguinte apresenta um invariante conhecido para aK -equivalência.

Teorema 1.8. (Mather [37]) Sejam f,g : (Rn,0) −→ (Rm,0) germesK -finitamente determi-

nados. Ent̃ao, f é K -equivalente a g se, e somente se, asR-álgebras locais Q( f ) e Q(g) são

isomorfas.

A proposição e o corolário abaixo apresentam caracterizações daK -equivalência de Mather.

Proposiç̃ao 1.9. (Mather [36]) Sejam f,g : (Rn,0) −→ (Rm,0). S̃ao equivalentes:

a) f e g s̃aoC -equivalentes;

b) os ideais das funções coordenadas de f e g são iguais, istóe,

〈 f 〉 = 〈 f1, ..., fm〉 = 〈g1, ...,gm〉 = 〈g〉;

c) existe uma matriz inversı́vel M, m×m, com coeficientes emEn tal que f= M ·g.

Corolario 1.10. (Mather [36]) Sejam f,g : (Rn,0) −→ (Rm,0). S̃ao equivalentes:

a) f e g s̃aoK -equivalentes;

b) existe um germe de difeomorfismo h: (Rn,0) −→ (Rn,0) tal que f e g◦h s̃aoC -equiva -

lentes;

c) os ideais das funções coordenadas de f e g◦h s̃ao iguais, istóe,

〈 f 〉 = 〈 f1, ..., fm〉 = 〈(g1◦h), ...,(gm◦h)〉 = 〈g◦h〉;
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d) existe uma matriz inversı́vel M, m×m, com coeficientes emEn tal que f= M ·g◦h.

A C0-G -determinação finita foi estudada por vários autores, e oartigo de Wall [47] contém

uma descrição dos principais resultados.

Definição 1.11.Dizemos que f satisfaz a uma condição de Lojasiewicz, se existem constantes

positivas c eα tais que‖ f (x)‖ ≥ c‖x‖α , numa vizinhança da origem.

Teorema 1.12.(Wall [47]) Seja f∈ En,m, com n≤ m. S̃ao equivalentes

a) f satisfaz a uma condição de Lojasiewicz;

b) f é C0-C -finitamente determinado;

c) f é C0-K -finitamente determinado.

Existem caracterizações análogas para aC0-K -equivalência quandon > m, que não serão

utilizadas neste trabalho, mas que podem ser encontradas em[47].

1.2 Transversalidade

SejamN, P variedades suaves,f : N −→ P uma aplicação suave eQ uma subvariedade deP.

Denotaremos pordx f : TxN −→ TyP a aplicação diferencial def em x ∈ N tal que f (x) = y.

Então, f é transversal aQ se, e somente se,

dx f (TxN)+TyQ = TyP.

para todox∈ N tal que f (x) = y∈ Q.

Proposiç̃ao 1.13.Sejam N, P variedades suaves, f: N −→ P uma aplicaç̃ao suave e Q uma

subvariedade de P. Se fé transversal a Q edimQ+dimN < dimP, ent̃ao f(N)∩Q = ∅.

Sejam N, B, P variedades suaves eΘ : N× B −→ P uma aplicação suave. Parab ∈ B,

indicamos porΘb : N −→ P a aplicação definida porΘb(x) = Θ(x,b). SejamQ⊂ P uma sub-

variedade suave eTw ⊂ B o conjunto dos pontosb tais queΘb seja transversal aQ.

Lema 1.14.SeΘ : N×B−→ P é transversal a Q⊂ P, ent̃ao Tw é residual em B.

Seja f : N −→ P uma aplicação suave. Para cadak∈ N definimosJk f : N −→ Jk(N,P) uma

aplicação suave que a cadax∈ N associaJk f (x), o k-jato de f emx.
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Teorema 1.15.(Teorema de Transversalidade de Thom) Sejam N, P variedadessuaves e Q uma

subvariedade de Jk(N,P). Ent̃ao, o conjunto de aplicaç̃oes suaves f∈ C∞(N,P) tais que Jk f

é transversal a Q forma um subconjunto residual de C∞(N,P). Se Qé fechado, o conjuntóe

aberto.

Corolario 1.16. Sejam N, P variedades suaves e Q uma subvariedade de P. Então, o conjunto

de aplicaç̃oes suaves de N em P que são transversais a Q́e denso em C∞(N,P). Se Qé fechado,

o conjuntoé aberto.

1.3 Conjuntos alǵebricos e semialǵebricos

Definição 1.17.Um conjunto X⊂ R
n é algébricose existem funções polinomiais fi : R

n → R,

i = 1, . . . ,k tais que X= {x∈ Rn | f1(x) = · · · = fk(x) = 0}.

Como nossos objetos são reais, poderı́amos simplesmente dizer queX é algébrico se existe

uma função polinomialf : Rn → R, tal queX = {x ∈ Rn | f (x) = 0}. Basta considerarf =

f 2
1 + · · ·+ f 2

k .

Exemplo 1.18.A esfera padr̃ao unit́aria Sn−1 = {(x1, . . . ,xn) ∈ Rn | x2
1 + · · ·+ x2

n = 1} é um

conjunto alǵebrico. De fato, considerando f(x1, . . . ,xn) =
n

∑
i=1

x2
i −1, claramente f−1(0) = Sn−1.

Proposiç̃ao 1.19.Sejam X,Y conjuntos alǵebricos emRn. Ent̃ao, X∪Y e X∩Y s̃ao conjuntos

algébricos.

Proposiç̃ao 1.20.Sejam Y⊂ Rm um conjunto alǵebrico e F: Rn → Rm uma aplicaç̃ao polino-

mial. Ent̃ao, F−1(Y) ⊂ R
n é um conjunto alǵebrico.

A imagem de um conjunto algébrico por uma aplicação polinomial nem sempre é um con-

junto algébrico. Observemos o contra-exemplo a seguir.

Exemplo 1.21.Considere o ćırculo padr̃ao unit́ario S1 emR2 e π : R2 → R a projeç̃ao can̂o -

nica π(x,y) = x. Pelo Exemplo 1.18, S1 é um conjunto alǵebrico, masπ(S1) = [−1,1] não é

algébrico.

Este contra-exemplo motiva a definição de uma classe mais geral que a dos conjuntos algé -

bricos, a saber a classe dos conjuntos semialgébricos.
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Definição 1.22.Um conjunto X⊂ Rn é semialgébrico básicose existem funções polinomiais

f ,g1, . . . ,gk : Rn → R tais que

X = {x∈ R
n | f (x) = 0}∩ (

k
⋂

i=1

{x∈ R
n | gi(x) > 0}).

Umconjunto semialgébricóe a reunĩao finita de conjuntos semialgébricos b́asicos. Logo, se

X ⊂ Rn é semialǵebrico, existem funç̃oes polinomiais fi ,gi j definidas emRn, tais que

X =
k

⋃

i=1

{x∈ R
n | fi(x) = 0}∩ (

si
⋂

j=1

{x∈ R
n | gi j (x) > 0}).

Observaç̃oes.

a) Os conjuntos algébricos são, claramente, conjuntos semialgébricos.

b) O conjuntoX = {(x,y) ∈ R2 | x2 +y2 ≤ 1} é semialgébrico, mas não é algébrico.

c) EmR, um conjunto semialgébrico é a reunião finita de intervalos abertos, fechados, semi-

abertos e pontos.

d) SeX,Y ⊂ R
n são conjuntos semialgébricos, entãoX∪Y, X−Y, R

n−X, R
n−Y e X∩Y

são também semialgébricos.

e) SeX ⊂Rn eY ⊂Rm são conjuntos semialgébricos, entãoX×Y ⊂Rn×Rm é um conjunto

semialgébrico.

Proposiç̃ao 1.23.Se X⊂ Rn é um conjunto semialgébrico, ent̃ao o fecho de X, denotado porX,

é um conjunto semialgébrico.

Definição 1.24.Seja X⊂ Rn. Dizemos que afunçãoF : X → R é semialgébricase o gŕafico de

F, graf(F) = {(x,y) ∈ X×R | y = F(x)}, é um conjunto semialgébrico.

A proposição a seguir decorre de um teorema estrutural para conjuntos semialgébricos (ver

Teorema da Decomposição Cilı́ndrica [3]).
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Proposiç̃ao 1.25.Se X⊂ Rn é um conjunto semialgébrico, ent̃ao X tem um ńumero finito de

componentes conexas e cada uma destas componentesé ainda um conjunto semialgébrico.

Teorema 1.26.(Tarski-Seidenberg [3]) A imagem de um conjunto semialgébrico X⊂ Rn por

uma projeç̃aoπ : Rn → Rn−1 é um conjunto semialgébrico.

Corolario 1.27. A imagem de um conjunto semialgébrico por uma aplicaç̃ao polinomialé um

conjunto semialǵebrico.

1.4 Conjuntos analı́ticos, semianalı́ticos e subanalı́ticos

As informações que introduzimos para conjuntos semialg´ebricos podem ser estabelecidas para

outros conjuntos, num sentido bem mais geral, como é o caso dos conjuntos semianalı́ticos e

subanalı́ticos.

Definição 1.28.Um conjunto X⊂ R
n é analı́ticose para todo x∈ X, existe uma vizinhança U

de x emRn e uma funç̃ao anaĺıtica f : U → R, tal que X∩U = f−1(0).

Todo conjunto algébrico é analı́tico, porém nem todo conjunto analı́tico é algébrico. Por

exemplo,f−1(0) onde f (x,y) = y− ln(x).

Definição 1.29.Um conjunto X⊂ Rn é semianalı́tico básicose para todo x∈ X, existe uma

vizinhança U de x emRn e funç̃oes anaĺıticas f,g1, . . . ,gk : U → R, tais que

X∩U = {x∈ R
n | f (x) = 0}∩ (

k
⋂

i=1

{x∈ R
n | gi(x) > 0}).

Definição 1.30.Um conjunto semianalı́ticóe uma reunĩao finita de conjuntos semianalı́ticos

básicos.

A semelhança que existe entre a definição de conjunto semianalı́tico e a definição dada na

Seção 1.1 para conjunto semialgébrico, justifica o fato de que muitos resultados válidos para

os conjuntos semialgébricos também valham para os conjuntos semianalı́ticos, mesmo estes

últimos tendo uma definição de caráter local. Porém, nem todos resultados são válidos como,

por exemplo, o Teorema 1.26 de Tarski-Seidenberg. Isto nos motiva a definição de uma categoria

muito mais geral que semianalı́ticos, a saber, os conjuntossubanalı́ticos.
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Definição 1.31.Um conjunto X⊂ Rm é subanalı́ticose existe um conjuntõX ⊂ Rn, n ≥ m,

semianaĺıtico, tal que a projeç̃aoπ : Rn →Rm restrita aX̃ é uma aplicaç̃ao própria e X= π(X̃).

Com esta definição o Teorema de Tarski-Seidenberg torna-se verdadeiro.

Podemos citar como propriedades dos conjuntos subanalı́ticos:

a) Todo conjunto semianalı́tico é subanalı́tico.

b) SeX,Y são conjuntos subanalı́ticos entãoX ∪Y, Rn−X (Teorema de Gabrielov [21]),

Rn−Y (Teorema de Gabrielov [21]),X∩Y eX−Y são também subanalı́ticos.

c) SeX ⊂ R é um conjunto subanalı́tico, entãoX é reunião finita de intervalos abertos,

fechados, semiabertos e pontos.

A classe de conjuntos subanalı́ticos satisfaz ao resultadoseguinte, conhecido porLema da

Seleç̃ao da Curva, enunciado e provado por Milnor [38], para a categoria de conjuntos semi-

algébricos.

Teorema 1.32.(Lema de Seleç̃ao da Curva [13]) Seja A um subconjunto subanalı́tico emRn e

b∈ Ā. Ent̃ao, existe uma curva analı́tica γ : [0,1) → Rn tal queγ(0) = b eγ(t) ∈ A, para todo

t > 0.



Caṕıtulo

2

Índices em variedades singulares

Neste capı́tulo apresentamos os principais resultados conhecidos para o ı́ndice de um campo

vetorial sobre uma variedade suave. Em seguida, apresentamos resultados sobre ı́ndices para

campos vetoriais e 1-formas em variedades com singularidades isoladas, estudados por W. Ebe -

ling e S. M. Gusein-Zade em [18]. Estas definições de ı́ndices satisfazem a um resultado tipo

Poincaré-Hopf e, quando a variedade é suave coincidem como conceito clássico de ı́ndice.

2.1 Índice de campos vetoriais em variedades suaves

Seja f : (Rn,0) −→ (Rn,0) um germe suave tal que 0 é isolado emf−1(0). Então, o ı́ndice

Ind0 f de f em 0 é definido como segue: escolhemos uma bola fechadaBr de centro zero e raio

r emRn tal que f−1(0)∩Br = 0, e sejaSr o bordo deBr . Então, o ı́ndice def em 0 é o grau da

aplicação
f

‖ f‖
: Sr −→ Sn−1.

Este ı́ndice independe da escolha do raio da bola fechadaBr , e também pode ser definido como

a soma de sinais do jacobiano def em todos os pontos da imagem inversa de um valor regular

de f perto de zero.

Sejam M uma variedade suave de dimensãon e TM o fibrado tangente deM. Seja

X : M −→ TM um campo vetorial com uma singularidade isolada emx0. Seh : U −→ Rn é um

sistema de coordenadas locais deM no pontox0 tal queh(x0) = 0, então, o ı́ndice do campo

vetorialX emx0 é definido como o ı́ndice do germe

dh◦X ◦h−1 : (Rn,0) −→ (Rn,0),
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em zero. Este ı́ndice independe do sistema de coordenadas locais escolhido.

Algumas propriedades do ı́ndice para campos vetoriais e germes serão enunciadas nos se -

guintes teoremas.

O resultado abaixo mostra que o ı́ndice de um germe independede homotopias. Sejam

f ,g : (Rn,0) −→ (Rn,0) germes suaves tais que 0 é isolado emf−1(0) e g−1(0).

Teorema 2.1.Seja H: Rn× [0,1] −→ Rn uma homotopia tal que H(x,0) = f (x) e H(x,1) =

g(x). Se existe uma vizinhança B de0 tal que para todo x∈ B−{0} e t ∈ [0,1], H(x, t) 6= 0,

ent̃ao ind0 f = ind0g.

Outro resultado que será usado em várias partes deste trabalho é o seguinte teorema. Sejam

f : (Rn,0)−→ (Rn,0) um germe suave tal que 0 é isolado emf−1(0) eF : Rn×(−1,1) −→ Rn

uma aplicação suave tal queF(x,0) = f (x) para todox∈ Rn. Para cadat ∈ (−1,1), indicamos

por ft : R
n −→ R

n a aplicação definida porft(x) = F(x, t).

Teorema 2.2.Seja t suficientemente próximo do zero. Então,

ind0 f = ∑
x∈ f−1

t (0)

Indx ft .

O teorema a seguir mostra que o ı́ndice de um germe pode ser definido em termos algébricos.

A assinatura de uma forma bilinear simétrica é definida como a soma de sinais das entradas de

qualquer matrix diagonal que representa a forma bilinear simétrica.

Teorema 2.3.(Eisenbud-Levine [20]) Seja f: (Rn,0) −→ (Rn,0) um germe finito, e seja J0 ∈

Q( f ) a classe residual do jacobiano de f . Seϕ : Q( f ) −→ R é um funcional linear tal que

ϕ(J0) > 0, e〈,〉 é uma forma bilinear siḿetrica em Q( f ) definida por〈p,q〉 = ϕ(pq). Ent̃ao,

ind0 f = assinatura de〈,〉.

Como uma consequência do Teorema 2.3 temos:

Corolario 2.4. (Eisenbud-Levine [20]) Sejam f: (Rn,0) −→ (Rn,0) um germe finito, e I um

ideal de Q( f ) maximal com respeitòa propriedade I2 = 0. Ent̃ao,

|ind0 f | = dimR Q( f )−2dimR I .
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Teorema 2.5.(Eisenbud-Levine [20]) Seja f: (Rn,0)−→ (Rn,0) um germe finito, istóe, existe

um inteiro positivo k tal que mkn ⊂ ( f ). Se g: (Rn,0) −→ (Rn,0) é uma aplicaç̃ao suave tal que

j s f (0) = j sg(0), onde s≥ k, ent̃ao ind0 f = ind0g.

DadaN ∈ GL(n,R), denotamos por sign[N] =
det[N]
|det[N]| . O teorema a seguir mostra que os

ı́ndices de dois germes que sãoK -equivalentes ou são iguais ou diferem por um sinal.

Teorema 2.6.Suponha que os germes f e g são K -equivalentes, istóe, existem um germe

suave M: (Rn,0) −→ GL(n,R) e um germe de difeomorfismo h: (Rn,0) −→ (Rn,0) tais que

f = M ·g◦h. Ent̃ao,

ind0 f = sign[M(0)] · ind0g ·sign[d0h].

Como veremos no teorema a seguir, o valor absoluto do ı́ndiceé um invariante completo

para aC0-K -equivalência.

Teorema 2.7.(Nishimura [39]) Sejam f,g : (Rn,0) −→ (Rn,0) germes C0-K -finitamente de-

terminados e n6= 4. Ent̃ao,

f e g s̃ao C0-K -equivalentes se, e somente se,|ind0 f | = |ind0g|.

O próximo teorema mostra que para germes de aplicações que sãoC0-K -finitamente deter-

minados, o ı́ndice def em zero coincide com o ı́ndice de algumr-jato de f . A demonstração

segue facilmente do Teorema de Nishimura e do Teorema 1.12.

Teorema 2.8.Seja f: (Rn,0)−→ (Rn,0) um germe de classe C∞. Se f satisfaz a uma condição

de Lojasiewicz, istóe, se existem constantes positivas c eα tais que‖ f (x)‖ ≥ c‖x‖α , numa

vizinhança da origem, então f−1(0) = 0 e existe r inteiro positivo tal que ind0 f = ind0 j r f .

SejaM uma subvariedade suave orientada, compacta e sem bordo deRn, indicaremos por

χ(M) a caracterı́stica de Euler deM e por Indx0X o ı́ndice do campo vetorialX emx0.

Teorema 2.9.(Teorema de Poincaré-Hopf ) Seja X um campo vetorial em M, com um número

finito de singularidades x1, ...,xm. Ent̃ao,

χ(M) =
m

∑
i

Indxi X.
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2.2 Índice de campos vetoriais em variedades singulares

Nesta seção introduzimos uma definição do ı́ndice de um campo vetorial sobre uma variedade

com singularidades isoladas e mostraremos que com esta definição, o teorema de Poincaré-Hopf

continua verdadeiro.

Uma variedade com singularidades isoladas é um espaço topológico M ⊂ R
m, que é uma

variedade suave fora de um subconjunto discretoS⊂M. O subconjuntoSé chamado de conjunto

singular deM.

Exemplo 2.10.Seja f : R3 −→ R uma funç̃ao suave definida por f(x,y,z) = x2 + y2− z2. O

conjunto M= f−1(0) define uma variedade singular e S= {0} é o conjunto singular de M.

Um difeomorfismo entre duas variedades com sigularidades isoladasM1 eM2 é um homeo-

morfismoh : M1 −→ M2 tal queh(S1) = S2 eh|M−S1
é um difeomorfismo.

SejamM ⊂ Rm uma variedade com singularidades isoladas eSo conjunto singular deM.

Definição 2.11.Dizemos que um ponto singular x∈ Sé de tipo cone se existe uma vizinhança

de x em M difeomorfa ao cone sobre uma variedade suave Wx.

A variedade suaveWx é chamada de link do pontox ∈ S. Denotaremos o cone sobre a

variedade suaveWx porCWx = (I ×Wx)/({0}×Wx), ondeI = [0,1].

Definição 2.12.Uma aplicaç̃ao cont́ınua X : M −→ Rm é um campo vetorial em M, se X|M−S
é

um campo vetorial tangente a M−S e X(x) = 0 para todo x∈ S.

SejaX : M −→Rm um campo vetorial emM. Indicaremos porSX = S∪{x∈M | X|M−S
(x) =

0}, o conjunto de pontos singulares do campoX. A propriedade do pontop ser de tipo cone

garante que existe um campo vetorial radial definido em uma vizinhança do pontop.

Lema 2.13. Suponha que ṕe um ponto singular de tipo cone de M. Então, existe um campo

vetorial radial Xrad definido em uma vizinhança do ponto p em M.

Demonstraç̃ao: Suponha quep é um ponto singular de tipo cone deM. Pela Definição 2.12,

existe um difeomorfismoh : U −→CWp, ondeU é uma vizinhança do pontop emM. Considere

o campo vetorialY : I ×Wp −→ T(I ×Wp) definido porY(t,x) = (1,0x), onde 0x é o vetor nulo

deTx(Wp). Portanto, o campo vetorial radial é dado porXrad = dh−1
|U−{p}

◦Y◦h|U−{p}
. �
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Existem diversos trabalhos recentes que apresentam definic¸ões distintas para o ı́ndice de

um campo vetorial em uma variedade singular, por exemplo [2], [26] e [41]. A definição que

daremos a seguir é devida a W. Ebeling e S. M. Gusein-Zade em [18], e usa o conceito de campo

radial introduzido por M.H. Schwartz em [42], [43] e [44].

SejamX : M −→ R
m um campo vetorial emM e p∈ Suma singularidade isolada do campo

X do tipo cone. Então, existe uma vizinhançaU de p deM tal queX não tem singularidades em

U −{p}. Do Lema 2.13, existe um campo radialXrad definido em um abertoV ⊂ U do ponto

p em M. Usando partição da unidade emU −{p}, podemos obter um campo vetorialX̃ em

U −{p} tal queX̃ = X em uma vizinhança perto do bordo deU e X̃|V = Xrad.

Definição 2.14. ([18]) Seja p uma singularidade isolada de X. Então, o ı́ndice do campo

vetorial X em ṕe definido por

indpX = 1+ ∑
q∈SX̃−{p}

indqX̃.

Este ı́ndice independe da escolha do cone e do campo vetorialX̃ (ver [18]). Um resultado

tipo Poincaré-Hopf é dado na proposição abaixo.

Proposiç̃ao 2.15.([18]) Sejam M uma variedade com singularidades isoladas compacta e sem

bordo e X um campo vetorial sobre M, com um número finito de pontos singulares x1, . . . ,xr .

Então,

χ(M) =
r

∑
i

Indxi X.

Definição 2.16.Dizemos que um ponto singular de tipo cone p∈ Sé suaviźavel se Wp é o bordo

de uma variedade suave compacta.

SejamX : M −→ Rm um campo vetorial emM e p∈ Suma singularidade isolada suavizável

do campoX. Então, existem uma vizinhançaU de p emM e uma variedade compactaṼp tais

queU é difeomorfo aCWp, X não tem pontos singulares emU −{p} e ∂Ṽp = Wp. Podemos

supor queU = CWp.

Identificando a variedadeWp comWp×{1
2} obtemos a variedade suaveṼp∪Wp (Wp× [1

2,1]).

Usando partição da unidade em̃Vp∪Wp (Wp× [1
2,1]), podemos obter um campo vetorialX̃ em

Ṽp∪Wp (Wp× [1
2,1]) tal queX̃ = X emWp× [1

2,1].
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Proposiç̃ao 2.17.([18]) Seja p uma singularidade isolada suavizável de X. Ent̃ao,

indpX = ∑
q∈SX̃

indqX̃−χ(Ṽp)+1.

2.3 Índice de 1-formas diferenciais em variedades singulares

SejamM uma subvariedade suave deRm de dimensãon, e ω =
m

∑
i

aidxi uma 1-forma emRm,

ondeai são funções suaves definidas emRm e {dx1, . . . ,dxm} é a base dual associada à base

canônica deRm. Indicaremos porω|M a 1-forma induzida porω emM pela aplicação inclusão

deM emRm.

De modo análogo à definição de ı́ndice de um campo vetorial em variedades suaves, podemos

definir ı́ndice para 1-formas. Sejap um zero isolado da 1-formaω|M , isto é,ω|M(p) = 0 e existe

uma vizinhançaU dep emM tal queω|M(x) 6= 0 para todox∈U −{p}. Sejah−1 :U −→Rn um

sistema de coordenadas locais deM no pontop tal queh−1(p) = 0. Assim,h∗(ω|M) o pull-back

da formaω|M por meio deh, define uma 1-forma emRn. Sejah∗(ω|M) =
n

∑
i

aidxi . Então, o

ı́ndiceip(ω|M) deω|M em p é definido como o ı́ndice do germe

(a1, ...,an) : (Rn,0) −→ (Rn,0),

em zero. Este ı́ndice independe do sistema de coordenadas locais escolhido.

Teorema 2.18.Sejam M uma variedade suave compacta, orientada, sem bordo eω|M uma

1-forma, com um ńumero finito de zeros x1, ...,xr . Ent̃ao,

χ(M) =
r

∑
i

ixi (ω|M).

De modo análogo à definição de ı́ndice de campos vetoriais em variedades com singulari -

dades isoladas, podemos definir um ı́ndice para 1-formas em variedades com singularidades

isoladas. Esta definição foi introduzida por W. Ebeling e S. M. Gusein-Zade em [19].

Sejamω|M uma 1-formaM e p ∈ Suma singularidade isolada deω|M do tipo cone. Então,

existe uma vizinhançaU de p emM tal queω|M não tem singularidades emU −{p}. De modo
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análogo ao Lema 2.13, podemos encontrar uma 1-forma radialωrad definida em um aberto

V ⊂ U do pontop em M. Usando uma partição da unidade emV −{p}, podemos obter uma

1-formaω̃ emV −{p} tal queω̃ = ω|M em uma vizinhança perto do bordo deU e ω̃ = ωrad em

V.

Definição 2.19.([19]) Seja p uma singularidade isolada deω|M . Ent̃ao, oı́ndice deω|M em pé

definido por

ip(ω|M) = 1+ ∑
q∈Sω̃−{p}

iqω̃.

Este ı́ndice independe da escolha do cone e da 1-formaω̃ (ver [19]). Um resultado tipo

Poincaré-Hopf é dado na proposição abaixo.

Proposiç̃ao 2.20.([19]) Sejam M uma variedade com singularidades isoladas, compacta, e sem

bordo eω|M uma 1-forma, com um número finito de pontos singulares x1, ...,xr . Ent̃ao,

χ(M) =
r

∑
i

ixi(ω|M).

Sejaω|M uma 1-forma emM e p ∈ Suma singularidade isolada suavizável deω|M . Então,

existem uma vizinhançaU de p emM, e uma variedade compactaṼp tais queU é difeomorfa a

CWp, ω|M não tem pontos singulares emU −{p} e ∂Ṽp = Wp. Podemos supor queU = CWp.

Identificando a variedadeWp comWp×{1
2} obtemos a variedade suaveṼp∪Wp (Wp× [1

2,1]).

Usando partição da unidade, podemos obter uma 1-formaω̃ em Ṽp∪Wp (Wp× [1
2,1]) tal que

ω̃ = ω|M emWp× [1
2,1].

Proposiç̃ao 2.21.([19]) Seja p uma singularidade isolada suavizável deω|M . Ent̃ao,

ip(ω|M) = ∑
q∈Sω̃

iq(ω̃)−χ(Ṽp)+1.

Sejaf : Rn−→Rm uma função analı́tica real tal quef (0)= 0 e 0 é uma singularidade isolada

emM = f−1(0). Então, o conjuntoM define uma variedade com singularidade isoladaS= {0}.

Sejamω =
n

∑
i

aidxi uma 1-forma emRn, ω|M a 1-forma induzida porω em M pela aplicação

inclusão deM emRm, Σ o conjunto de todos os valores crı́ticos def eVε = {x∈Rn | f (x) = ε}.
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Proposiç̃ao 2.22.([19]) Seja0 uma singularidade isolada deω|M e ε /∈ Σ. Ent̃ao,

i0(ω|M) = ∑
q∈Vε

iq(ω|Vε
)−χ(Vε)+1.

SejaM ⊂ Rn uma variedade com singularidades isoladas eX um campo vetorial emM que

é a restrição de um campo vetorial analı́tico realY = (a1, ...,an) definido emRn. Seja a 1-forma

ω =
n

∑
i

aidxi definida emRn.

Proposiç̃ao 2.23.([19]) Seja0 uma singularidade isolada do campo vetorial X em M. Então,

i0(ω|M) = ind0X.



Caṕıtulo

3

Equaç̃oes diferencias implı́citas

O objetivo deste capı́tulo é apresentar resultados conhecidos de equações diferenciais implı́ci -

tas (EDI’s) que serão utilizados no trabalho. Inicialmente descrevemos os pontos singulares

destas equações e mostramos que tais singularidades podem ser estudadas através do contato da

1-formaω = dx− pdycom o criminante da EDI. Em seguida, apresentamos as formas normais

de uma equação diferencial implı́cita em torno de pontos singulares genéricos. Na seção 3.3

descrevemos um invariante diferenciável para uma EDI introduzido por J. W. Bruce e F. Tari em

[9]. As principais referências para este capı́tulo são [1], [7], [8], [9], [14], [15] e [16].

3.1 Pontos singulares

Uma equação diferencial implı́cita (EDI) é uma equação da forma

F(x,y, p) = 0 (3.1)

ondep = dy
dx eF é uma função suave em(x,y, p) ∈ R3. Uma curva integral de (3.1) é uma curva

suave

α = (α1,α2) : (0,1) −→ R
2

tal queβ (t) = (α1(t),α2(t),
α ′

2(t)
α ′

1(t)
) é uma solução de Equação (3.1), isto é,F(β (t)) = 0.

Se Fp é diferente de zero em um ponto(x0,y0, p0) da Equação (3.1), segue do Teorema

da Função Implı́cita que a Equação (3.1) se reduz, numa vizinhança do ponto(x0,y0), a uma
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equação diferencial ordinária da forma

dy
dx

= g(x,y).

Assim, para cada valor dep0 tal queF(x0,y0, p0) = 0 eFp(x0,y0, p0) 6= 0 obtemos uma curva in-

tegral que passa pelo ponto(x0,y0). Portanto, uma EDI pode ser pensada como uma superposição

de equações diferenciais ordinárias e determinará geralmente várias curvas integrais por um

ponto dado no plano.

Os pontos de uma equação diferencial implı́cita (3.1) tais queFp 6= 0 são estudados com as

ferramentas das equações diferenciais ordinárias. Assim, no estudo de uma EDI (3.1), os pontos

de interesse são aqueles para os quais a EDI (3.1) não se reduz localmente a uma EDO. Tais

pontos correspondem aos zeros das equaçõesF = Fp = 0. Como o estudo destes pontos é de

caráter local, é suficiente estudar a funçãoF em uma vizinhança de um ponto fixado. Denotamos

por (F,q) o germe deF emq tal queF(q) = 0.

Pelo teorema de Sard, genericamente, a Equação (3.1) determina uma superfı́cie suave.

Então, podemos supor nesta seção que 0 é valor regular deF. Assim, M = F−1(0) é uma

superfı́cie suave dada pela Equação (3.1). Sejaπ : R3 −→ R2 a aplicação projeção definida por

π(x,y, p) = (x,y). Considereπ|M : M −→ R2 a aplicaçãoπ restrita aM.

Definição 3.1.Um ponto(x0,y0, p0) da superf́ıcie suave Ḿe chamado ponto singular da equa -

ção diferencial impĺıcita (3.1), sée um ponto cŕıtico da aplicaç̃aoπ|M .

Geometricamente, os pontos singulares correspondem a pontos da superfı́cie suaveM tais

que o plano tangente deM no ponto é perpendicular ao planoR2×0. Escolhendo sistemas de

coordenadas locais deM em pontos singulares da EDI, obtemos que os pontos singulares são

soluções das equaçõesF = Fp = 0.

O conjuntoC dos pontos crı́ticos da funçãoπ|M é chamado decriminantee corresponde a

zeros da aplicaçãoCF = (F,Fp) : R3 −→ R2. A aplicaçãoCF é chamada a aplicação criminante.

Genericamente, o conjunto de zeros deCF forma uma curva suave.

Definição 3.2. A imagem do criminante pela aplicação π|M é chamada curvadiscriminanteda

EDI.
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Um resultado clássico de Whitney [48] estabelece que para um conjunto aberto e denso do

espaço das funções de classeC∞, F : R3 −→ R com a topologia de Whitney, os únicos pontos

crı́ticos da projeçãoπ|M são dobras e cúspides, ondeM = F−1(0). As dobras correspondem a

pontos tais queFpp 6= 0 e as cúspides a pontos tais queFpp = 0 e Fppp 6= 0. Em um ponto de

dobra, escolhendo sistemas de coordenadas locais deM eR
2, a forma normal é(u,v2) e em um

ponto cúspide a forma normal é(u,v3+uv).

Dois métodos são usualmente utilizados para o estudo das equações diferenciais implı́citas,

o método da transformação de Legendre [8] e o método do levantamento do campo de linhas a

um campo de vetores no fibrado projetivo. Este último método, que será usado neste trabalho,

consiste em desdobrar a EDI em uma simples EDO sobre um espaço mais complicado. Tal

método é realizado pela aplicaçãoπ|M desdobrando a EDI (3.1) em uma equação diferencial

ordinária dada pelo campo vetorial

ξ = Fp
∂
∂x

+ pFp
∂
∂y

− (Fx + pFy)
∂

∂ p

tangente aM.

Uma das propriedades deste campo vetorial é que a imagem pela aplicaçãoπ|M das curvas

integrais do campoξ sobreM, corresponde a curvas integrais da EDI (3.1). Os zeros do campoξ

emM correspondem a um tipo especial de pontos singulares, que serão estudados nos próximos

teoremas.

Sejaω = dy− pdx, a 1-forma definida emR3, chamada 1-forma de contato. O estudo de

uma EDI também pode ser feito estudando uma 1-forma de contato definida emM = F−1(0).

Indicaremos porω|M a 1-formaω induzida emM e porξ|M o campo vetorialξ restrito aM.

Teorema 3.3.Sejam M uma superfı́cie suave e q0 ∈M. Ent̃ao, q0 é um zero deω|M se, e somente

se, q0 é um zero do campo vetorialξ|M .

Demonstraç̃ao: Sejaq0 = (x0,y0, p0) um zero deω|M . Considere a transformação linearTq0 :

R3 −→ R2 definida por

Tq0(u,v,w) = (Fx(q)u+Fy(q)v+Fp(q)w,v− p0u).
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Note que o núcleo daTq0 é o espaço tangente deM emq0. Então, o posto deTq0 é 1. Portanto,

F(q0) = Fp(q0) = (Fx + pFy)(q0) = 0.

Reciprocamente, sejaq0 um zero do campo vetorialξ|M . Então,F(q0) = (Fx + pFy)(q0) =

Fp(q0) = 0. Da hipótese queM é suave, segue queFy(q0) 6= 0. Logo, obtemos que(∇ f )(q0) =

(−p0Fy(q0),Fy(q0),0). Como(∇ f )(q0) é ortogonal aTq0M, temos que, para todo(u,v,w) ∈

Tq0M, −p0u+v = 0. Portanto,q0 é um zero daω|M . �

Definição 3.4.Dizemos que(F,q0) é equivalente a(G,q1), se existe um germe de difeomorfismo

h : (R2,z0) → (R2,z1) que leva curvas integrais de G em curvas integrais de F, onde q0 =

(z0, p0) e q1 = (z1, p1). Analogamente, dizemos que(F,q0) é topologicamente (analiticamente,

respectivamente) equivalente a(G,q1), se hé um germe de homeomorfismo (analı́tico real,

respectivamente), que leva curvas integrais de G em curvas integrais de F.

Definição 3.5. Um ponto singular q0 da EDI é regular se a aplicaç̃ao criminante CF é regular

no ponto q0 e ω|C(q0) 6= 0.

Genericamente o criminante de uma EDI (3.1) é uma curva suave e os zeros daω|C são

isolados. Portanto, o conjunto de pontos singulares regulares é aberto e denso no criminante.

Pelo Teorema 3.3, os pontos singulares regulares não anulam o campo vetorial ξ|M . O teo-

rema a seguir caracteriza os pontos singulares não regulares.

Teorema 3.6.Seja q0 um ponto singular. Então, q0 é ñao regular se, e somente se,ω|C(q0) = 0

ou Fpp(q0) = 0.

Demonstraç̃ao: Sejaq0 é um ponto não regular. Então, analisando a aplicação criminanteCF

no pontoq0 temos:

(i) Se aplicação criminanteCF é não regular emq0, entãoFpp(q0) = 0.

(ii) Se a aplicação criminanteCF é regular emq0, então pela Definição 3.5,ω|C(q0) 6= 0.

Para demonstrar a recı́proca devemos supor que a aplicação criminanteCF emq0 é regular, pois

caso contrário o pontoq0 obviamente seria não regular.

Reciprocamente, suponha queω|C(q0) = 0. Então,q0 é não regular. Agora suponha que

Fpp(q0) = 0. Então, o vetor(0,0,1) pertence ao espaço tangente deC emq0, logo,ω|C(q0) = 0.

Portanto,q0 é não regular.�
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3.2 Formas normais de uma EDI

O Teorema a seguir, demonstrado por Lak Dara em [14], permitereduzir a EDI a uma forma

normal, em torno de um ponto singular regular, por meio de germes de difeomorfismos locais

no plano.

Teorema 3.7.Seja q um ponto singular regular de F. Então,(F,q) é equivalente a(X−P2,0).

Como consequência deste teorema temos que: A famı́lia de curvas integrais de uma EDI,

próximo de um ponto singular regular, é difeomorfa a uma famı́lia de parábolas semi-cúbicas

dada pela equaçãoy = x
3
2 +c.

Figura 3.1: Curvas integrais numa vizinhança de um ponto singular regular.

O resultado acima caracteriza os pontos singulares regulares. Portanto, resta estudar os

pontos singulares não regulares, que correspondem pelo Teorema 3.6, a zeros da 1-formaω|C ou

a zeros do campo vetorial(F,Fp,Fpp).

Definição 3.8. Sejam(F,q) o germe de uma EDI e q um ponto singular de F que satisfazàs

condiç̃oes Fpp(q) = 0 e Fppp(q)Fx(q) 6= 0. Ent̃ao:

(i) Dizemos que q́e uma ćuspide eĺıptica se(FxFpy−FyFpx)(q) > 0.

(ii) Dizemos que q́e uma ćuspide hiperb́olica se(FxFpy−FyFpx)(q) < 0.

Em [14], Lak Dara utiliza o teorema de Transversalidade de Thom para estudar os pontos

singulares não regulares de uma EDI. O principal resultadodeste estudo é o seguinte teorema.

SejaC(R3) o conjunto das funções deR3 emR com aC3-topologia de Whitney.

Teorema 3.9. (L. Dara [14]) Existe um subconjunto denso e abertoΛ ⊂ C(R3) tal que se

F ∈ Λ, ent̃ao os pontos singulares não regulares de F s̃ao de cinco tipos. Os três primeiros

correspondem a sela, nó ou foco do campo vetorialξ|M , e os doiśultimos a uma ćuspide eĺıptica

ou hiperb́olica.
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Com respeito às formas normais do subconjuntoΛ ⊂C(R3), Lak Dara no artigo [14] conje-

turou que:

(i) Seq é um ponto singular não regular do tipo sela, nó ou foco do campo vetorialξ|M , então

o germe(F,q) é equivalente respectivamente a(p2 +y+ λ
4 x2,0), paraλ < 0, 0< λ < 1

4,

λ > 1
4, correspondendo a sela, nó e foco.

(ii) Se q é um ponto singular não regular do tipo cúspide elı́ptica, então o germe(F,q) é

equivalente a(x− p3 +yp,0).

(iii) Se q é um ponto singular não regular do tipo cúspide hiperbólica, então o germe(F,q) é

equivalente a(x− p3−yp,0).

Em [15], Davydov demonstrou que a conjectura é verdadeira no caso em que os pontos singu-

lares não regulares são do tipo sela, nó ou foco do campo vetorial ξ|M , e com respeito às cúspides

elı́ptica e hiperbólica, afirmou que é falsa e provou que asformas normais, mesmo com relação

a equivalência topológicas, têm módulo funcional.

Teorema 3.10.(Davydov [15]) Seja q um ponto singular do tipo sela, nó ou foco do campo

vetorial ξ|M . Ent̃ao, o germe(F,q) é equivalente a(p2 + y+ λ
4 x2,0), para λ < 0, 0 < λ < 1

4,

λ > 1
4, correspondendo a sela, nó e foco.

R,0
2

M

π

Figura 3.2: Pontos singulares não regulares de tipo sela, nó e foco, respectivamente.

Davydov em [15], também mostrou a equivalência topológica num ponto singular não regu-

lar do tipo sela, nó ou foco.
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Teorema 3.11.Seja q um ponto singular não regular do tipo sela, ńo ou foco do campo vetorial

ξ|M . Ent̃ao, o germe(F,q) é topologicamente equivalente a(p2+y− 1
2x2,0), (p2+y+ 1

18x2,0)

ou (p2+y+ 1
8x2,0).

Seja D o conjunto de EDI’s tais que a aplicaçãoπ|M é uma aplicação própria. O seguinte

teorema demonstrado por A. A Davydov, Ishikawa, Izumiya e W.Z. Sun em [16], caracteriza os

pontos singulares não regulares num subconjunto denso e aberto de D.

Teorema 3.12.Existe um subconjunto denso e abertoΣ do espaço D tal que se F∈ Σ e q é

um ponto singular ñao regular de F, ent̃ao o germe(F,q) é equivalente a(p2 − y+ kx2,0),

(p2−x(x−y)2,0) ou (pϕ(y, p)−x,0), ondeϕ(0,0) = ϕp(0,0) = 0 e ϕy(0,0)ϕpp(0,0) 6= 0.

3.3 Invariantes de EDI’s

Em [9], J. W. Bruce e Farid Tari definem a multiplicidadeM(F,0) para um germe(F,0) analı́tico

de uma EDI como o número máximo de pontos singulares não regulares de perturbações genéricas

da complexificação do germe(F,0).

SejaF : (K3,0) −→ (K3,0), (K = R ou C), F = (F1,F2,F3) um germe analı́tico quando

K = R ou holomorfo quandoK = C. Denotamos porm(F1,F2,F3) = dimK Q(F).

O resultado abaixo, demonstrado por J. W. Bruce e Farid Tari em [9], permite expressar a

multiplicidade em termos de dimensões de álgebras.

Teorema 3.13.Seja(F,0) um germe analı́tico tal que m(F,Fp,Fx + pFy) < ∞ e m(F,Fp,Fpp) <

∞. Ent̃ao, M(F,0) = m(F,Fp,Fx + pFy)+m(F,Fp,Fpp).

Determinar condições para que a multiplicidade seja finita e descrever o tamanho do con-

junto das EDI’s com multiplicidade finita são dois problemas de interesse. O teorema a seguir

demonstrado por J. W. Bruce e Farid Tari em [9], responde a essas perguntas.

Teorema 3.14.(a) A multiplicidadeé finita se, somente se, os inteiros, m(F,Fp,Fx + pFy) e

m(F,Fp,Fpp) são finitos.

(b) O conjunto das EDI’s de multiplicidade infinitáe de codimens̃ao infinita no espaço das

EDI’s.

A condiç̃ao (b)é equivalente a dizer que a propriedade da multiplicidade finita acontece em

geral.
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SejamF e G equações diferenciais implı́citas. SejamM = F−1(0) e N = G−1(0).

Teorema 3.15.Sejam M e N variedades suaves e q0 um zero isolado dos campos vetoriais

(F,Fp,Fx + pFy) e (F,Fp,Fpp). Se(F,q0) e (G,q1) são equivalentes, então indq0ξ|M = indq1ξ|N ,

ondeξ = Fp
∂
∂x + pFp

∂
∂y − (Fx + pFy)

∂
∂ p.

Demonstraç̃ao: Suponha que(F,q0) e (G,q1) são equivalentes, ondeq0 = (z0, p0) e q1 =

(z1, p1). Então, existe um germe de difeomorfismoh = (h1,h2) : (R2,z0) −→ (R2,z1) que leva

curvas integrais deF em curvas integrais deG, isto é, seα = (α1,α2) : (−1,1) −→ R2 é um

curva suave tal queF(α1(t),α2(t),
α ′

2(t)
α ′

1(t)
) = 0, entãoG((h1◦α)(t),(h2◦α)(t), (h1◦α)′(t)

(h2◦α)′(t)) = 0.

Agora, considereH : R3 −→ R3 dada porH(x,y, p) = (h1(x,y),h2(x,y),
h2x(x,y)+ph2y(x,y)
h1x(x,y)+ph1y(x,y)

). É

fácil ver queH é um difeomorfismo. Seα = (α1,α2) : (−1,1)−→ R
2 é uma curva suave, então

H(α1(t),α2(t),
α ′

2(t)

α ′
1(t)

) = ((h1◦α)(t),(h2◦α)(t),
(h1◦α)′(t)
(h2◦α)′(t)

),

o qual mostra queH|M : M −→ N.

Da hipótese queq0 é um zero isolado do campo vetorial(F,Fp,Fpp), segue que as curvas

integrais do campoξ|M em M são da formaβ (t) = (α1(t),α2(t),
α ′

2(t)
α ′

1(t)
), logo, H|M leva curvas

integrais do campo vetorialξ|M em curvas integrais do campo vetorialξ|N. Portanto, indq0ξ|M =

indq1ξ|N.
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4

Equaç̃oes diferenciais bińarias

Neste capı́tulo introduzimos o conceito de ponto singular de uma equação diferencial binária

e apresentamos algumas propriedades destes pontos como, por exemplo, o Teorema 4.8. Na

seção 4.2, introduzimos uma relação de equivalência no conjunto de todas as EDB’s e a noção

de perturbações boas de EDB’s. Em seguida, apresentamos alguns invariantes conhecidos de

EDB’s.

4.1 Pontos singulares de EDB’s

Uma equação diferencial binária (EDB) é da forma

E(x,y)[dx,dy] = a(x,y)dy2+2b(x,y)dxdy+c(x,y)dx2 = 0 (4.1)

ondea,b,c : R2 → R são funções suaves. A funçãoδ : R2 → R definida porδ = b2 − ac

é denominada função discriminante e o conjunto∆ = {(x,y) ∈ R2 | δ (x,y) = 0} é chamado

discriminante. Uma curva integral da equação diferencial binária (4.1) é uma curva suave

α : (0,1)−→R
2 tal queE(α(t))[α ′(t)]= 0. Uma equação diferencial binária é positiva seδ ≥ 0

e δ (x,y) = 0 se, e somente se,a(x,y) = b(x,y) = c(x,y) = 0. As singularidades de equações

diferenciais positivas são estudadas em [5], [28], [29] e [30].

Exemplo 4.1.As linhas de curvatura de uma superfı́cie emR3 em torno de um ponto umbı́lico

determinam uma equação diferencial bińaria positiva

(gF− f G)dy2+(gE−eG)dxdy+( f E−eF)dx2 = 0
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onde e, f, g e E, F, G são os coeficientes da segunda e primeira formas fundamentaisda su-

perf́ıcie, As singularidades desta equação foram estudadas em [28], [29] e [30].respectivamente.

Figura 4.1: Linhas de curvatura numa vizinhança de pontos umbilicos.

Exemplo 4.2. As linhas assint́oticas de uma superfı́cie emR
3 determinam uma equação dife -

rencial bińaria não necessariamente positiva

edy2 +2 f dxdy+gdx2 = 0,

onde e, f, g s̃ao os coeficientes da segunda forma fundamental da superfı́cie. As singularidades

desta equaç̃ao s̃ao estudadas em [22], [23] e [24].

Figura 4.2: Linhas assintóticas numa vizinhança de pontos parabólicos.
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Quando a equação diferencial binária (4.1) é dada pelaslinhas de curvatura de uma superfı́cie

emR3, os pontos singulares correspondem a pontos umbı́licos da superfı́cie dada. De maneira

geral, se a EDB (4.1) é positiva então os pontos singularescorrespondem a pontos do plano tais

que o ponto e todas as direções através do ponto são soluc¸ões da Equação (4.1). Equivalente-

mente,z0 é um ponto singular se, e somente se,a(z0) = b(z0) = c(z0) = 0.

Neste trabalho generalizaremos esta definição para EDB’sarbitrárias.

Definição 4.3. Dizemos que z0 ∈ R2 é um ponto singular de E se E(z0)[δy(z0),−δx(z0)] = 0 e

δ (z0) = 0.

Usando a Equação (4.1), temos que sez0 é um ponto singular deE então

(b2−ac)(z0) = 0 e [δx(aδx−bδy)+δy(cδy−bδx)](z0) = 0.

É fácil verificar que os pontos umbı́licos de uma superfı́cie emR3 correspondem a pontos sin-

gulares da EDB dada pelas linhas de curvatura.

A seguir mostraremos algumas propriedades dos pontos singulares de EDB’s.

Multiplicando a equação diferencial binária (4.1) pora(x,y) ec(x,y), temos:

Se z0 é um ponto singular deE, entãoz0 é um zero dos campos vetoriais(δ ,aδx − bδy) e

(δ ,cδy−bδx). A recı́proca nem sempre é verdadeira, mas supondo algumascondições obte-

mos os seguintes lemas.

Lema 4.4. Seja z0 um zero do campo vetorial(δ ,aδx−bδy). Ent̃ao:

(i) Se z0 é um zero ñao degenerado do campo vetorial(δ ,aδx−bδy) e um ponto singular de

E, ent̃ao a(z0) 6= 0 e δy(z0) 6= 0.

(ii) Se a(z0) 6= 0, ent̃ao z0 é um ponto singular de E.

Demonstraç̃ao: (i) Sejaz0 um ponto singular deE. Vamos mostrar quea(z0) 6= 0. De fato,

suponha, por absurdo, quea(z0) = 0. Então,b(z0) = 0. Pela definição de ponto singular,c(z0) =

0 ouδy(z0) = 0. Suponha quec(z0) = 0. Nesse caso, substituindo o pontoz0 nas equações

δx = 2bbx−axc−acx e δy = 2bby−ayc−acy, (4.2)
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temos queδx(z0) = δy(z0) = 0. Calculando o determinante da diferencial do campo vetorial

W = (δ ,aδx−bδy) em(x,y) obtemos:

det[d(x,y)W] = [δx(ayδx +aδxy−byδy−bδyy)−δy(axδx +aδxx−bxδy−bδyx)](x,y). (4.3)

Usando a Equação (4.3), temos que det[dz0W] = 0, o que é um absurdo. Suponha agora que

δy(z0) = 0 ec(z0) 6= 0 . Então, pela Equação (4.2),ay(z0) = 0. Usando a Equação (4.3), temos

que det[dz0W] = 0, o que é um absurdo. Portanto,a(z0) 6= 0.

Vamos agora mostrar queδy(z0) 6= 0. De fato, suponha, por absurdo, queδy(z0) = 0. Neste

caso, segue da hipótese queδx(z0) = 0. Logo, pela equação (4.3), temos que det[dz0W] = 0, o

que é um absurdo.

(ii) Suponha quea(z0) 6= 0. Então, multiplicando a EDB (4.1) pora(x,y) obtemos:

a(x,y)(E(x,y)[δy(x,y),−δx(x,y)]) = [(aδx−bδy)
2−δδ 2

y ](x,y). (4.4)

Portanto, pela Equação (4.4) e o fato de quez0 é um zero do campo vetorial(δ ,aδx−bδy), temos

quez0 é um ponto singular deE. �

Lema 4.5. Seja z0 um zero do campo vetorial(δ ,bδx−cδy). Ent̃ao:

(i) Se z0 é um zero ñao degenerado do campo vetorial(δ ,bδx−cδy) e um ponto singular de

E, ent̃ao c(z0) 6= 0 e δx(z0) 6= 0.

(ii) Se c(z0) 6= 0, ent̃ao z0 é um ponto singular de E.

Demonstraç̃ao: A demonstração é análoga à do Lema 4.4.�

Uma EDB (4.1) pode ser pensada como uma equação diferencial implı́cita. De fato, se

dx 6= 0, obtemos:

F(x,y, p) = a(x,y)p2+2b(x,y)p+c(x,y), (4.5)

uma EDI, ondep = dy
dx. Sedy 6= 0, obtemos:

G(x,y,q) = c(x,y)q2+2b(x,y)q+a(x,y), (4.6)
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uma EDI, ondeq = dx
dy. Os conjuntos de zeros das Equações (4.5) e (4.6) podem definir vari -

edades singulares. Neste trabalho, vamos a supor que o conjunto M = F−1(0) é uma variedade

com singularidades isoladas. O campo vetorial

ξ = Fp
∂
∂x

+ pFp
∂
∂y

− (Fx + pFy)
∂

∂ p

definido emR3, induz um campo vetorialξ |M emM dado pela restrição deξ emM. É fácil ver

que o campo vetorialξ |M é tangente aM em pontos suaves e se anula em pontos singulares de

M. Genericamente, os zeros do campo vetorialξ |M correspondem a pontos hiperbólicos.

A seguir mostraremos que os pontos singulares da EDB (4.1), que são zeros não degene -

rados do campo vetorial(δ ,aδx−bδy), correspondem a pontos hiperbólicos do campo vetorial

ξ |M. A demonstração deste resultado será dada no Teorema 4.8, usando os Lemas 4.6 e 4.7.

Multiplicando a Equação (4.5) pora(x,y) obtemos

a(x,y)F(x,y, p) = [
1
4

FP
2−δ ](x,y, p), (4.7)

ondeFp(x,y, p) = 2a(x,y)p+ 2b(x,y). Seja(z0, p0) um ponto singular da EDI (4.5), isto é,

F(z0, p0) = Fp(z0, p0) = 0. Então, usando a Equação (4.7), obtemos:

a(z0)(Fx + pFy)(z0, p0) = −δx(z0)− p0δy(z0). (4.8)

Lema 4.6. Seja z0 um zero ñao degenerado do campo vetorial W= (δ ,aδx − bδy). Ent̃ao,

q0 = (z0, p0) é um zero do campo vetorialξ |M se, e somente se, z0 é um ponto singular de E e

p0 = −
b(z0)
a(z0)

.

Demonstraç̃ao: Sejaq0 um zero do campoξ |M. Vamos provar quea(z0) 6= 0. De fato, suponha,

por absurdo, quea(z0) = 0. Então, pela hipótese,a(z0) = b(z0) = c(z0) = 0. De (4.2),δx(z0) =

δy(z0) = 0. Logo, pela Equação (4.3), det[dz0W] = 0, o que é absurdo.

Portanto,a(z0) 6= 0 e pelo Lema 4.4 e a hipótese, temos quez0 é um ponto singular deE e

p0 = −
b(z0)
a(z0)

. Reciprocamente, suponha quez0 é um ponto singular deE e p0 = −
b(z0)
a(z0)

. Então,

pelas Equações (4.7) e (4.8),q0 é um zero do campo vetorialξ |M. �
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Lema 4.7. Seja z0 = (x0,y0) um zero ñao degenerado do campo vetorial W= (δ ,aδx−bδy).

Se z0 é um ponto singular de E, então q0 = (x0,y0, p0) é um ponto regular de M e um zero não

degenerado do campo vetorialξ |M, onde p0 = −b(z0)
a(z0)

.

Demonstraç̃ao: Vamos provar queq0 é um ponto regular deM. Pelo Lema 4.4,a(z0) 6= 0 e

δy(z0) 6= 0. Sejap0 = −
b(z0)
a(z0)

. Então,Fp(q0) = 0. Logo, pela Equação (4.7) e da hipótese temos

que,F(q0) = 0 e Fy(q0) = δy(z0) 6= 0, portanto,q0 é um ponto regular deM. Vamos agora

provar queq0 é um zero não degenerado do campo vetorialξ |M. Pelo Lema 4.6,q0 é um zero

do campo vetorialξ |M. ComoFy(q0) 6= 0, pelo Teorema da Função Implı́cita, existe uma função

suaveϕ : U −→ R, tal queF(x,ϕ(x, p), p) = 0 eϕ(x0, p0) = y0, ondeU é uma vizinhança do

ponto(x0, p0) emR2. Definimosh :U −→R3 porh(x, p) = (x,ϕ(x, p), p). Esta aplicação define

uma carta local suave da superfı́cieM no ponto(x0, p0). Assim, a representação local do campo

vetorialξ |M na cartah é dada por

(dh−1◦ξ |M ◦h)(x, p) = (Fp◦h,−Fx◦h− pFy◦h)(x, p).

Logo, calculando a matriz jacobiana deg(x, p) = (Fp ◦h,−Fx ◦ h− pFy ◦h)(x, p) em (x0, p0),

usando as equaçõesϕx = −Fx◦h
Fy◦h, ϕp = −

Fp◦h
Fy◦h e ϕp(x0, p0) = 0, obtemos:

d(x0,p0)g =





[Fpx−Fpy ·
Fx
Fy

](q0) Fpp(q0)

[−(Fx + pFy)x +(Fx + pFy)y ·
Fx
Fy

](q0) −(Fx + pFy)p(q0)



 . (4.9)

Por outro lado, calculando a matriz jacobiana do campo vetorial S= (F,Fp,Fx + pFy) em q0

definido emR3, obtemos:

dq0S=











Fx(q0) Fy(q0) 0

Fpx(q0) Fpy(q0) Fpp(q0)

(Fx + pFy)x(q0) (Fx + pFy)y(q0) (Fx + pFy)p(q0)











. (4.10)

Multiplicando a segunda coluna da matriz (4.10) por−
Fx(q0)
Fy(q0)

e somando à primeira coluna desta
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matriz, obtemos:











0 Fy(q0) 0

[Fpx−Fpy ·
Fx
Fy

](q0) Fpy(q0) Fpp(q0)

[(Fx+ pFy)x− (Fx + pFy)y ·
Fx
Fy

](q0) (Fx + pFy)y(q0) (Fx + pFy)p(q0)











. (4.11)

Então, pelas Equações (4.9) e (4.11),

det[dq0S] = Fy(q0) ·det[d(x0,p0)g]. (4.12)

Por outro lado, usando a Equação (4.7) e o fato quep =
Fp−2b

2a , obtemos:











1
4Fp −1 0

1 0 0

L1 L2 −1
a





















Fp

δ

aδx−bδy











=











aF

Fp

a(Fx+ pFy)











, (4.13)

ondeL1 =
−ax−pay

4a Fp+ 1
2(Fpx+ pFpy)−

δy
2a e L2 =

ax+pay
a . Então, pelas Equações (4.12) e (4.13),

det[d(x0,p0)g] = −2
1

a(z0)2 ·det[dz0W] ·
1

Fy(q0)

= 2
1

a(z0)δy(z0)
·det[dz0W], (4.14)

ondeW = (δ ,aδx−bδy). Portanto,q0 é um zero não degenerado do campo vetorialξ |M. �

O resultado abaixo mostra que os pontos singulares deE que são zeros não degenerados do

campo vetorial(δ ,aδx−bδy) correspondem a pontos hiperbólicos do campo vetorialξ |M.

Teorema 4.8.Seja z0 um zero ñao degenerado do campo vetorial W= (δ ,aδx−bδy). Se z0 é

um ponto singular de E, então q0 = (z0, p0) é um ponto singular hiperb́olico do campo vetorial

ξ |M, onde p0 = −
b(z0)
a(z0)

.

Demonstraç̃ao: Podemos supor, sem perda de generalidade, quez0 = (0,0). Sejap0 = −b(0,0)
a(0,0) .

Então, pelo Lema 4.7,(0,0, p0) é um ponto regular deM e um zero não degenerado do campo

vetorialξ |M. Comoa(0,0) 6= 0, existe um germe de difeomorfismo suave, (ver [9], proposic¸ão

3.2),h : (R2,0) −→ (R2,0) dado porh(x,y) = (x,φ(x,y)) tal queφy(0,0) = 1, φx(0,0) = p0 e
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F(x,φ(x,y),φx(x,y)+ pφy(x,y)) = G(x,y, p), onde

G(x,y, p) = p2− δ̂ (x,y) = 0. (4.15)

É claro queFy(0,0, p0) = Gy(0,0,0) = δ̂y(0,0) 6= 0. Daı́,N = G−1(0) é uma variedade suave

numa vizinhança do ponto 0. Segue do Teorema 3.15 que ind(0,0,p0)ξ|M = ind0ξ|N. Pela Equação

(4.9), a matriz jacobiana do campo vetorialξ|N com respeito a uma carta local é dada por





0 1

δ̂xx(0,0) δ̂y(0,0)



 . (4.16)

Comoδ̂y(0,0) 6= 0, segue que a parte real dos autovalores da matriz acima sãonão nulas. Então,

0 é um ponto hiperbólico deξ|N. Portanto,(0,0, p0) é um ponto hiperbólico deξ|M . �

4.2 Relaç̃oes de equivalências de EDB’s e formas normais

Denotamos por(E,z) um germe da EDB, ondeE é uma EDB e z é um ponto singular deE. De

maneira análoga à Definição 3.4, definimos a relação deequivalência de equações diferenciais

binárias.

Definição 4.9.Dois germes de equações diferenciais bińarias (E1,z1) e (E2,z2), dadas por

E1(x,y)(dx,dy) = a(x,y)dy2+2b(x,y)dxdy+c(x,y)dx2 = 0

E2(x,y)(dx,dy) = A(x,y)dy2+2B(x,y)dxdy+C(x,y)dx2 = 0,

são equivalentes se existem um germe de função ρ : (R2,z1) −→ R não nula em z1 e um germe

de difeomorfismo h= (h1,h2) : (R2,z1) −→ (R2,z2) tais que





ξ β

γ α









ρ(a◦h) ρ(b◦h)

ρ(b◦h) ρ(c◦h)









ξ β

γ α





T

=





A B

B C



 , (4.17)

onde h1x = α, h1y = β , h2x = γ e h2y = ξ são as derivadas parciais de h.

Uma propriedade importante desta relação de equivalência é queh leva curvas integrais de
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(E2,z2) em curvas integrais de(E1,z1), e se consideramosz1 = z2 = 0 obtemos que o conjunto

de pares(ρ,h) forma um grupoG , e a Equação (4.17) define uma ação deG no espaço dos

germes de EDB’s.

Esta noção de equivalência foi generalizada por Bruce em[10], que define um grupo maior

de equivalências, substituindo a matriz dada pelas derivadas parciais deh na Equação (4.17) por

qualquer matriz invertı́vel. Esta nova relação de equivalência determina o grupoR×H , ondeR

é o grupo de difeomorfismo na fonte eH é o grupo das matrizes inversı́veis. O grupoR×H é

um subgrupo geométrico daK -equivalência de contato [17], e não leva necessariamente curvas

integrais em curvas integrais, mas preserva propriedades da curva discriminante e do espaçoM.

A classificação das EDB’s com relação à equivalência dada na Definição 4.9, apresenta

modalidade. Entretanto, é possı́vel definir uma relaçãode equivalência mais fraca, que generi-

camente não apresente modalidade. Dizemos que dois gemes de equações diferenciais binárias,

(E1,z1) e (E2,z2), são topologicamente equivalentes se existe um germe de homeomorfismo

h : (R2,z1) −→ (R2,z2) que leva curvas integrais de(E1,z1) em curvas integrais de(E2,z2).

O próximo teorema mostra que, genericamente, a equivalência topológica de equações dife -

renciais binárias não apresenta modalidade, e que a classificação das EDB’s genéricas coincide

com a classificação das EDI’s genéricas tais queFpp(0) 6= 0. Indiquemos porB o espaço das

EDB’s emR2.

Teorema 4.10.Existe um subconjuntoΘ denso e aberto de B tal que se E∈ Θ e z0 é um

ponto singular de E, então (E,z0) é topologicamente equivalente a(dy2 + (y− 1
2x2)dx2,0),

(dy2+(y+ 1
18x2)dx2,0) ou (dy2 +(y+ 1

8x2)dx2,0).

Demonstraç̃ao: A demonstração segue do Teorema 3.9.�

Seja(E,0) o germe da EDB dada pela Equação (4.1). Então, uma perturbação a 1-parâmetro

(ã, b̃, c̃) : R2× (−ε,ε) −→ R3

(x,y, t) 7−→ (ã, b̃, c̃)(x,y, t)

tal queã(x,y,0) = a(x,y), b̃(x,y,0) = b(x,y) e c̃(x,y,0) = c(x,y), determina uma perturbação a
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1-parâmetro de(E,0) no espaço das EDB’s dada por

Et = atdy2+btdxdy+ctdx2,

ondeat(x,y) = ã(x,y, t), bt(x,y) = b̃(x,y, t) e ct(x,y) = c̃(x,y, t).

Definição 4.11.Dizemos que Et é uma perturbaç̃ao boa de E, se Et ∈ Θ para todo t perto do

zero, t 6= 0.

Como consequência do Teorema 4.8, temos o seguinte resultado:

Corolario 4.12. Sejam Et uma perturbaç̃ao de E eδt = b2
t −atct . Se0 é um valor regular do

campo vetorial(δt ,atδt x−btδt y) para todo t perto do zero, t6= 0, ent̃ao Et é uma perturbaç̃ao

boa de E.

Um estudo mais aprofundado das singularidades de uma equação diferencial binária pode ser

feito em dois casos, o primeiro quando não todos os coeficientes são nulos em zero e o segundo,

quando todos se anulam em zero. O teorema a seguir demonstrado por J. W. Bruce e F. Tari

em [8], permite reduzir uma EDB a uma forma normal, por difeomorfismos suaves no plano,

quando não todos os coeficientes são nulos no zero.

Teorema 4.13.Sejam a, b, c ñao todos nulos em zero. Então, o germe(E,0) da EDBé analiti-

camente equivalente a(dy2±dx2,0), (dy2+xdx2,0), (dy2−ydx2,0) ou equivalente a

(dy2− (y+λx2)dx2,0).

Quando todos os coeficientes são nulos em zero, o seguinte teorema, demonstrado por J.

W. Bruce e F. Tari em [7], dá uma condição necessária e suficiente para que o conjuntoM =

{(x,y, [u,v]) ∈ R2×RP
1 | E(x,y)(u,v) = 0}, seja uma superfı́cie suave numa vizinhança de

0×RP
1.

Teorema 4.14.Suponha que a, b, c se anulem em zero. Então, Mé uma superfı́cie suave numa

vizinhança de0×RP
1 se, e somente se, o discriminante tem uma singularidade de Morse no

zero.
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Se os coeficientes da Equação (4.5) são nulos em zero, ent˜ao os zeros do campo vetorialξ |M,

no conjunto 0×R, são dados pela equação

(Fx + pFy)(0,0, p) = (ayp3 +(ax +2by)p2+(2bx +cy)p+cy)(0,0, p) = 0.

Sejamα1(p) = (ayp2 +(by +ax)p+bx)(0,0, p) e φ(p) = (Fx+ pFy)(0,0, p).

Teorema 4.15.Suponha que a, b, c se anulem em zero, o discriminante tem uma singularidade

isolada de Morse no zero,φ(p) não tem ráızes repetidas e queφ(p) e α1(p) não t̂em ráızes

comuns. Ent̃ao, o germe(E,0) da EDBé topologicamente equivalente a:

(I) Se o discriminantée um ponto isolado:

(a) (ydy2 +2xdxdy−ydx2,0),

(b) (ydy2−2xdxdy−ydx2,0),

(c) (ydy2 + 1
2xdxdy−ydx2,0),

(II) Se o discriminantée o cruzamento de duas curvas suaves:

(d) (ydy2 +2xdxdy+ydx2,0),

(e) (ydy2− 1
2xdxdy+ydx2,0),

(f) (ydy2−4xdxdy+ydx2,0),

(g) (ydy2 +2(y−x)dxdy+ydx2,0),

(h) (ydy2− 4
3xdxdy+ydx2,0).

Os tipos de zeros do campo vetorialξ |M das três primeiras formas normais a, b e c corres-

pondem a uma sela, três selas, e duas selas e um nó. Os pontossingulares destas três formas

normais são chamados de lemon, star e monstar. No caso das outras formas normais d, e, f, g

e h os tipos de zeros do campo vetorialξ |M correspondem a uma sela, um nó, três selas, duas

selas e um nó, uma sela e dois nós.

Observe que os pontos singulares de uma EDB tais que a, b, c se anulam no zero, como

por exemplo no Teorema 4.15, não são genéricas no espaçode todas as equações diferenciais

binárias, pois a 1-forma do contatoω = dy− pdxrestrita ao criminante se anula em todo 0×R.
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4.3 Invariantes de equações diferenciais bińarias

No caso das equações diferenciais binárias positivas (4.1), Hopf define em [32], um ı́ndice

para uma singularidade isolada, em termos dos coeficientes da EDB. Tal ı́ndice é denotado por

I(E,z0).

Teorema 4.16. (H. Hopf [32]) Se z0 é um ponto singular isolado da Equação Diferencial

Binária positiva (4.1), ent̃ao I(E,z0) = −1
2indz0(a,b) = −1

2indz0(b,c).

Este ı́ndice é um invariante topológico.

Teorema 4.17.Suponha que z1 e z2 são singularidades isoladas das equações diferenciais

binárias positivas(E1,z1) e (E2,z2). Se(E1,z1) é topologicamente equivalente a(E2,z2), ent̃ao

I(E1,z1) = I(E2,z2).

De maneira análoga a que descrevemos na seção 3.3, J. W. Bruce e Farid Tari em [9] intro-

duzem a multiplicidade de um germe(E,0) de uma equação diferencial binária com coeficientes

analı́ticos reais, da seguinte forma: Seja(Ē,0) a complexificação do germe(E,0). Então, a mul-

tiplicidade é definida como o número máximo de pontos singulares de uma perturbação do germe

(Ē,z) no espaço das equações diferenciais complexas. Denotamos porM(E,z) a multiplicidade

do germe(E,z).

O teorema a seguir, demonstrado por J. W. Bruce e Farid Tari em[9], permite expressar a

multiplicidade em termos de dimensões de álgebras.

Teorema 4.18.Sejam(E,0) um germe de uma EDB e m(δ ,aδx−bδy) < ∞. Ent̃ao, M(E,0) =

m(δ ,aδx−bδy)−m(a,b).

O resultado abaixo, também demonstrado por J. W. Bruce e Farid Tari [9], mostra que a

multiplicidade é um invariante por difeomorfismo.

Teorema 4.19.Se(E1,0) é equivalente a(E2,0), ent̃ao M(E1,0) = M(E2,0).
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5

Perturbaç̃oes de equaç̃oes diferenciais

binárias

Neste capı́tulo provamos a existência deperturbaç̃oes boaspara EDB’s com coeficientes

analı́ticos reais. Em seguida, mostramos a existência de perturbações para EDB’s com coefi-

cientes não necessariamente analı́ticos reais, as quais satisfazem algumas propriedades interes-

santes.

Começamos primeiro com uma observação ao Lema de Transversalidade de Thom (Lema

1.14). Sejaθ : Rn×Rk −→Rm uma aplicação suave. Parap∈Rk, indicamos porθp : Rn−→Rm

a aplicação definida porθp(x) = θ(x, p). Assim, se 0 é valor regular deθ , obtemos, usando o

Lema de Transversalidade de Thom, que existe um subconjuntodenso e abertoE deRk tal que,

para todop∈E, 0 é valor regular deθp. Mas, se 0 é um valor regular da aplicaçãoθ|Y :Y −→R
m,

a aplicaçãoθ restrita aY, ondeY é uma subvariedade deRn×Rk, então uma pergunta natural é

saber se ainda é verdadeiro o Lema de Transversalidade de Thom. O próximo lema responde a

essa pergunta.

SejamX um subconjunto fechado deRn×Rk e π : Rn×Rk −→ Rk a aplicação projeção

definida porπ(x, p) = p. SejaY = Rn×Rk−X.

Teorema 5.1.Seπ(X) tem medida nula e0 é valor regular da aplicaç̃ao θ|Y : Y −→ Rm, ent̃ao

existe um subconjunto de medida nulaΩ deRk tal que, para todo p∈ Rk−Ω, 0 é valor regular

deθp.

Demonstraç̃ao: Seja 0 valor regular da aplicaçãoθ|Y : Y −→ Rm. Então,Z = θ−1
|Y

(0) é uma

variedade suave e dimZ = n−m+ k. Considereπ|Z : Z −→ Rk a aplicação projeção restrita
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a Z. SejaΛ o conjunto dos valores crı́ticos da aplicaçãoπ|Z. Comoπ(X) tem medida nula,

Ω = π(X)∪Λ tem medida nula.

Vamos mostrar que para todop0 ∈ Rk−Ω, 0 é valor regular deθp0. De fato, fixadop0 ∈

Rk −Ω, sejax0 ∈ Rn tal queθp0(x0) = 0. Então,θ(x0, p0) = 0. Comop0 ∈ Rk −Ω, temos

que,q0 = (x0, p0) ∈ Z e p0 é um valor regular da aplicaçãoπ|Z, o que implica que a aplicação

dq0(π|Z) : Tq0Z −→ Rk é sobrejetora. Além disso,dq0(π|Z) = π . Sejaι : Rn −→Y definida por

ι(x) = (x, p0). Então,θp0 = θ ◦ ι. Daı́,

dx0(θp0)(R
n) = dq0θ ◦dx0ι(Rn) = dq0θ (Rn×0).

Seja{e1, ...,ek} a base canônica deRk. Então, comodq0(π|Z) é sobrejetora, para cadai = 1, ...,k,

existemai ∈Rn tais que(ai,ei)∈ Tq0Z. Logo,(0,ei) = (ai ,ei)−(ai ,0) pertence aRn×0+Tq0Z.

Daı́,Rn×0+Tq0Z = Rn×Rk. Pela igualdade,ker[dq0θ ] = Tq0Z, temos que

dq0θ(Rn×0) = dq0θ(Rn×0+Tq0,Z) = dq0θ(Rn×R
k).

Comoq0 é um ponto regular deθ|Y , temos que,dq0θ(Rn×Rk) = Rm. Assim,dx0(θp0)(R
n) =

R
m. Portanto, 0 é valor regular deθp0. �

O teorema acima é fundamental para a demonstração da existência de perturbações boas,

mas precisamos de mais resultados os quais serão dados pelos Lemas 5.2 e 5.3.

ConsiderePk(R
2) o conjunto de todos os polinômios de 2 variáveis com grau menor ou

igual ak. Seja f : R2×P3
k (R2) −→ R3 uma aplicação suave definida por

f (x,y,a0,b0,c0) = (a+a0,b+b0,c+c0)(x,y).

Não é difı́cil mostrar que 0 é valor regular def .

Lema 5.2. Sejam X= f−1(0), Y = P3
k (R2)−X eβ : R2×P3

k (R2) −→ R3 a aplicaç̃ao suave

definida por

β (x,y,a0,b0,c0) = (a+a0,b+b0, δ̃y)(x,y),

ondeδ̃ = (b+b0)
2− (a+a0)(c+c0). Então,0 é valor regular deβ|Y .
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Demonstraç̃ao: Sejaq0 = (z0,a0,b0,c0) ∈ β−1
|Y

(0). Vamos mostrar queq0 é um ponto regular

β|Y. De fato, comoq0 /∈ X, segue que,(c+c0)(z0) 6= 0. Sejamα1,α2,α3 : [0,1]−→Y caminhos

suaves definidos por

α1(t) = q0 + t(0,0,1,0,0), α2(t) = q0+ t(0,0,0,1,0) e α3(t) = q0+ t(0,0,y−y0,0,0).

Calculando a diferencial deβ|Y ◦αi , parai ∈ {1,2,3}, emt = 0, obtemos que

dq0β|Y(α1
′(0)) = (1,0,−(c+c0)y(z0))

dq0β|Y(α2
′(0)) = (0,1,2(b+b0)y(z0))

dq0β|Y(α3
′(0)) = (0,0,−(c+c0)(z0)).

Assim,q0 é um ponto regular deβ|Y . Portanto, 0 é um valor regular deβ|Y. �

SejaΦ : R2×P3
k (R2) −→ R2 a aplicação suave definida por

Φ(x,y,a0,b0,c0) = (δ̃ ,(a+a0)δ̃x− (b+b0)δ̃y)(x,y),

ondeδ̃ = (b+b0)
2− (a+a0)(c+c0). SejaΦ(a0,b0,c0)(x,y) = Φ(x,y,a0,b0,c0).

Lema 5.3. Existe um subconjunto de medida nulaΩ de P3
k (R2) tal que para todo p0 =

(a0,b0,c0) ∈ P3
k (R2)−Ω, 0 é um valor regular deΦp0.

Demonstraç̃ao: SejaZ = R2×P3
k (R2)−F , ondeF = β−1(0) é um subconjunto fechado de

R
2×P3

k (R2). SejaΦ|Z : Z −→ R
2 a aplicaçãoΦ restrita aZ.

Vamos provar que 0 é um valor regular deΦ|Z . De fato, sejaq0 = (z0, p0) ∈ Φ−1
|Z

(0). Então,

(a+a0)(z0) = 0 ou (a+a0)(z0) 6= 0. Suponha que(a+a0)(z0) = 0. Então,(b+b0)(z0) = 0.

Comoq0 /∈ F, δ̃y(z0) 6= 0 e (c+ c0)(z0) 6= 0. Sejamα1,α2,α3 : [0,1] −→ Y caminhos suaves

definidos por

α1(t) = q0+ t(0,0,1,0,0) e α2(t) = q0+ t(0,0,0,1,0).

Calculando a diferencial deΦ|Z ◦αi, parai ∈ {1,2}, emt = 0, obtemos que

dq0Φ|Z(α1
′(0)) = (−(c+c0), δ̃x)(z0) e dq0Φ(α2

′(0)) = (0,−δ̃y)(z0).
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Assim,q0 é um ponto regular deΦ|Z. Suponha agora que(a+ a0)(z0) 6= 0. Então, definimos

α1,α2, : [0,1] −→Y caminhos suaves por

α1(t) = q0+ t(0,0,0,0,1) e α2(t) = q0+ t(0,0,0,0,x−x0).

Calculando a diferencial deΦ◦αi, parai ∈ {1,2}, emt = 0 obtemos que

dq0Φ(α1
′(0)) = (−(a+a0),−(a+a0)(a+a0)x +(b+b0)(a+a0)y)(z0)

dq0Φ(α2
′(0)) = (0,−(a+a0)

2)(z0)

Assim,q0 é um ponto regular deΦ|Z .

Agora vamos provar queπ(F) tem medida nula. De fato, como 0 é valor regular def e pelo

Lema 5.2, temos queX = f−1(0), β−1
|Y

(0) são variedades suaves deR
2×P3

k (R2) e

dimX < dimP
3
k (R2) e dimβ−1

|Y
(0) < dimP

3
k (R2). (5.1)

De (5.1), temos queπ(β−1
|Y

(0)) e π(X) têm medida nula. ComoF ⊆ β−1
|Y

(0)∪X, entãoπ(F)

tem medida nula.

Assim, 0 é valor regular deΦ|Z e π(F) tem medida nula. Portanto, pelo Teorema 5.1, existe

um subconjunto de medida nulaΩ deP3
k (R2) tal que para todop0 ∈ P3

k (R2)−Ω, 0 é valor

regular deΦp0. �

Seja(E,0) um germe de uma EDB dada por

E(x,y)[dx,dy] = a(x,y)dy2+2b(x,y)dxdy+c(x,y)dx2 = 0. (5.2)

Lembramos que uma perturbação a 1-parâmetroEt de (E,0) é uma perturbação boa seEt ∈ Θ

para todot perto do zero,t 6= 0.

Teorema 5.4.Se a, b e c s̃ao funç̃oes anaĺıticas reais, ent̃ao existe uma perturbação boa Et de

(E,0).

Demonstraç̃ao: Pelo Lema 5.3, existe um subconjunto de medida nulaΩ deP3
k (R2) tal que

para todop0 ∈P3
k (R2)−Ω, 0 é valor regular deΦp0. Além disso, pela hipótese e pelo Teorema
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5.1, temos que o subconjuntoΩ é subanalı́tico, pois é a projeção de um conjunto analı́tico.

SejaΛ = P3
k (R2)−Ω. Então,Λ é um conjunto subanalı́tico eΛ = P3

k (R2). Como 0∈ Λ,

então pelo Lema da seleção da curva 1.32, existe uma curvaanalı́tica realα : [0,1) → P3
k (R2)

tal queα(0) = 0 eα(0,1) ⊆ Λ. Seja(at ,bt,ct) = (a,b,c)+α(t). Então,

Et(x,y) = at(x,y)dy2+bt(x,y)dxdy+ct(x,y)dx2

é uma perturbação deE e 0 é valor regular deΦ(α(t)), para todot ∈ (0,1). Portanto, pelo

Corolário 4.12,Et é uma perturbação boa deE. �

Outro resultado que será necessário para demonstrar a invariância do ı́ndice de uma EDB é

o seguinte teorema. Sejah = (h1,h2) : (R2,0) −→ (R2,0) um germe de difeomorfismo. Deno-

tamosh1x = α, h1y = β , h2x = γ e h2y = ξ as respectivas derivadas parciais deh. Considere as

seguintes EDB’s

Ẽ(x,y)[dx,dy] = (a+a0)(x,y)dy2+2(b+b0)(x,y)dxdy+(c+c0)(x,y)dx2 = 0, (5.3)

Ê[dx,dy] = A(x,y)dy2+2B(x,y)dxdy+C(x,y)dx2 = 0, (5.4)

onde(a0,b0,c0)∈ Qd
3, o discriminante dẽE é δ̃ = (b+b0)

2−(a+a0)(c+c0) e os coeficientes

deÊ são dados pelas seguintes igualdades





ξ β

γ α









(a+a0)◦h (b+b0)◦h

(b+b0)◦h (c+c0)◦h









ξ β

γ α





T

=





A B

B C



 (5.5)

e o discriminante dêE é δ̂ = (detdh)2 · δ̃◦h(x,y) = B2−AC.

Sejaψ : R2×P3
k (R2) −→ R2 a aplicação suave definida por

ψ(x,y,a0,b0,c0) = (δ̂ ,Aδ̂x−Bδ̂y)(x,y).

Sejaψ(a0,b0,c0)(x,y) = ψ(x,y,a0,b0,c0).

Lema 5.5. Existe um subconjunto de medida nula∆ de P3
k (R2) tal que para, todo p0 ∈

P3
k (R2)−∆, 0 é valor regular deψp0.
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Demonstraç̃ao: A demonstração é análoga à demonstração do Lema 5.3.�

Teorema 5.6.Sejam a, b, c funç̃oes anaĺıticas reais e h um germe de difeomorfismo analı́tico

real. Ent̃ao, existem perturbações boasẼt e Êt de(Ẽ,0) e (Ê,0) definidas por

Ẽt(x,y)[dx,dy] = at(x,y)dy2+2bt(x,y)dxdy+ct(x,y)dx2 = 0, (5.6)

Êt [dx,dy] = At(x,y)dy2+2Bt(x,y)dxdy+Ct(x,y)dx2 = 0, (5.7)

onde




ξ β

γ α









at◦h bt◦h

bt◦h ct◦h









ξ β

γ α





T

=





At Bt

Bt Ct



 (5.8)

Demonstraç̃ao: A demonstração segue usando os Lemas 5.3, 5.5 e o lema da seleção da curva

1.32.�

Quando um subconjuntoQ ⊂ Rn+1 é denso e subanalı́tico, pelo lema da seleção da curva,

sempre existe uma curva suave contida emQ passando pela origem, mas quandoQ não é sub-

analı́tico, isto nem sempre é verdade. O próximo lema mostra que quandoQ é um subconjunto

denso, podemos encontrar uma curva suave que passa pela origem e uma sequência de pontos

deQ em cima da curva, convergindo para zero.

Lema 5.7. Seja Q um subconjunto denso deRn+1. Ent̃ao, existem uma sequência{tm} de R

convergindo para0 e uma curva suaveα : (−1,1) −→ Rn+1 tais queα(0) = 0 e α(tm) ∈ Q.

Demonstraç̃ao: SejaAm = {(x,y) = (x,y1, ...,yn) ∈ Rn+1| ‖y‖ < 1
mx, x > 0}, para todom∈ N

é claro que o conjunto é aberto. SejaBm = [B(0, 1
m)− B̄(0, 1

m+1)]∩Am, um subconjunto aberto

deRn+1. Pela densidade do conjuntoQ, existem(xm,ym) ∈Q∩Bm tais que|xm|<
1
m, ‖ym‖< 1

m,
‖ym‖
xm

< 1
m e xm+1 < xm, para todom∈ N. Definimos o caminho

fm : Im = (
xm+1+xm

2
,
xm+3xm−1

4
) −→ R

n,

por fm(x) = xym
xm

. ComoIm+1
⋂

Im 6= ∅, para todom∈ N, então
⋃

mIm = (0, x1+3x0
4 ). Seja{ηm}

uma partição da unidade do intervalo(0, x1+3x0
4 ) tal que o suporte deηm está contido emIm, para

todom∈ N. Assim, o caminhoF : (0, x1+3x0
4 ) −→ Rn definido porF(x) = ∑

m∈N

ηm(x) fm(x), é
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diferenciável, eF(xm) = ym. Definimos o caminhoG : [0, x1+3x0
4 ) −→ Rn por

G(x) =











F(x), se x 6= 0

0, se x = 0.

Provaremos que o caminhoG é diferenciável. Mas, comoF é diferenciável, então é suficiente

provar queG é diferenciável em 0. De fato, sejaG′(0) = lim
x→0+ ∑

m∈N

ηm(x)
ym

xm
, a derivada deG

em 0. Como‖ym‖
xm

< 1
m para todom∈ N, segue que dadoε > 0, existem0 ∈ N tal que sem> m0

então‖ym‖
xm

< ε e ‖ym+1‖
xm+1

< ε.

Logo, sex∈ (0,xm0+1), existe umi > m0 tal quexi+1 ≤ x≤ xi . Assim, temos que

∑
m∈N

ηm(x)
ym

xm
= ηi(x)

yi

xi
+ηi+1(x)

yi+1

xi+1
e ηi(x)+ηi+1(x) = 1.

Usando as desigualdades‖yi‖
xi

< ε e ‖yi+1‖
xi+1

< ε segue que‖∑m∈N ηm(x)ym
xm
‖ < ε. PortantoG é

diferenciável em 0 eG′(0) = 0. Analogamente, usando os resultados anteriores obtemos que

existe um caminho diferenciávelH : (−r,0] −→ Rn tal queH ′(0) = 0. Assim, a aplicação

L : (−r, r) −→ Rn definida por

L(x) =











G(x), se x∈ [0, x1+3x0
4 )

H(x), se x∈ (−r,0],

é diferenciável. Portanto, o gráfico deL define uma curva suaveα : (−r, x1+3x0
4 ) −→ R

n+1 tal

queα(0) = 0 eα(xm,ym) ∈ Q. �

Teorema 5.8.Se a, b e c s̃ao funç̃oes suaves, então existem uma sequência{tm} de R con-

vergindo para0 e uma perturbaç̃ao Et de(E,0) tal que Etm ∈ Θ, para todo tm perto do zero.

Demonstraç̃ao: Pelo Lema 5.3, existe um subconjunto de medida nulaΩ deP3
k (R2) tal que

para todop0 ∈ P3
k (R2)−Ω, 0 é valor regular deΦp0. SejaΛ = P3

k (R2)−Ω. Então,Λ =

P3
k (R2) e pelo Lema 5.7, existem uma sequência{tm} deR convergindo para 0 e uma curva

suaveα : (−1,1) −→ R
n+1 tal queα(0) = 0 eα(tm) ∈ Λ. Portanto, se(at ,bt,ct) = (a,b,c)+
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α(t) então

Et(x,y) = at(x,y)dy2+bt(x,y)dxdy+ct(x,y)dx2

é uma perturbação deE eEtm ∈ Θ, pois 0 é valor regular deΦ(α(tm)). �

Quando o germe de difeomorfismoh : (R2,0) −→ (R2,0) não é analı́tico real, não podemos

aplicar o Teorema 5.6, pois o subconjunto∆ ⊂ Qd
3, dado no Lema 5.5, não é necessariamente

subanalı́tico. O teorema seguinte mostra que podemos obterperturbações não necessariamente

boas, mas perturbações com algumas propriedades.

Teorema 5.9.Sejam h: (R2,0)−→ (R2,0) um germe de difeomorfismo suave e a, b e c funções

suaves. Ent̃ao, existem perturbaçõesẼt e Êt de (Ẽ,0) e (Ê,0) da forma (5.6) e (5.7) e uma

seqûencia{tm} deR convergindo para0 tais queẼtm, Êtm ∈ Θ.

Demonstraç̃ao: A demonstração segue usando os Lemas 5.3, 5.5 e 5.7.�
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6

Índice de uma equação diferencial bińaria

Este capı́tulo contém os resultados centrais do trabalho.Definimos o ı́ndice de uma EDB

com coeficientes analı́ticos reais em termos de perturbaç˜oes boas. Em seguida, mostramos

no Teorema 6.8 que este ı́ndice independe das perturbações boas escolhidas, exibindo uma

fórmula que expressa o ı́ndice em termos de informações obtidas a partir dos coeficientes da

equação original. Na seção 6.2, mostramos que o ı́ndiceda EDB é invariante por equivalências

analı́ticas reais. Na seção 6.3, estudamos equações diferenciais binárias com coeficientes suaves

e mostramos como estender o ı́ndice para esta classe de equac¸ões.

6.1 Definiç̃ao doı́ndice

SejaE uma EDB dada por

E(x,y)[dx,dy] = a(x,y)dy2+2b(x,y)dxdy+c(x,y)dx2 = 0, (6.1)

com coeficientesa, b ec analı́ticos reais.

Segue do Lema 4.4 que sez0 é um ponto singular deE e um zero não degenerado do campo

vetorial(δ ,aδx−bδy), então a Equação (6.1) sempre se reduz a uma EDI da forma

F(x,y, p) = a(x,y)p2+2b(x,y)p+c(x,y), (6.2)

ondep = dy
dx. SejaM = F−1(0). O campo vetorialξ = (Fp, pFp,−Fx− pFy) definido emR3,

induz um campo vetorialξ |M emM dado pela restrição deξ emM.

O Teorema 4.8 mostra que a condição do ponto singularz0 da equação diferencial binária
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(6.1) ser um ponto não degenerado do campo vetorial(δ ,aδx−bδy) implica que(z0, p0) é um

ponto hiperbólico do campo vetorialξ |M, ondep0 =−
b(z0)
a(z0)

, o que motiva a introduzir a seguinte

definição.

Definição 6.1. Dizemos que z0 é um ponto singular ñao degenerado de E se z0 é um ponto

singular de E e um zero não degenerado do campo vetorial(δ ,aδx−bδy).

Como os pontos hiperbólicos do campo vetorialξ |M são de tipo sela, nó ou foco, então é

possı́vel associar um número a cada ponto singular não degeneradoz0 deE, que será denotado

porKδ (z0).

Definição 6.2.Seja z0 um ponto singular ñao degenerado de E. Então:

(i) Kδ (z0) = −1
2 se(z0, p0) é uma sela definida pelo campo vetorialξ |M.

(ii) Kδ (z0) = 1
2 se(z0, p0) é um ńo ou foco definido pelo campo vetorialξ |M.

Os próximos Lemas 6.3 e 6.4 permitem calcularKδ (z0) em termos do ı́ndice de um campo

vetorial emR2, que só depende do discriminante e dos coeficientes da equac¸ão diferencial

binária. SejamT = (δδy,a2δx−abδy) e R= (δδx,cbδx−c2δy) campos vetoriais emR2. Indi-

caremos porTδ (z0) e Rδ (z0), os determinantes das matrizes jacobianas dos campos vetoriais T

e R emz0, respectivamente. Sejam[Tδ (z0)] =
Tδ (z0)

2|Tδ (z0)|
e [Rδ (z0)] =

Rδ (z0)
2|Rδ (z0)|

. QuandoTδ (z0) 6= 0

eRδ (z0) 6= 0, temos

indz0T = 2[Tδ (z0)] e indz0R= 2[Rδ (z0)]. (6.3)

Lema 6.3. Seja z0 um ponto singular ñao degenerado de E. Então, [Tδ (z0)] = Kδ (z0).

Demonstraç̃ao: A demonstração segue usando a Equação (4.14) do Lema 4.7. �

Lema 6.4. Seja z0 um ponto singular ñao degenerado de E. Se z0 é um zero ñao degenerado do

campo vetorial(δ ,bδx−cδy), ent̃ao Kδ (z0) = [Rδ (z0)].

Demonstraç̃ao: Pelos Lemas 4.4 e 4.5,a(z0) 6= 0, δy(z0) 6= 0, c(z0) 6= 0 e δx(z0) 6= 0. Con-

siderando as seguintes igualdades:

(cδδy,caδx−cbδy) = (−δ (bδx−cδy)+bδδx,−δδx +b(bδx−cδy))

= (δδxb+(bδx−cδy)(−δ ),−δδx +(bδx−cδy)b),
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obtemos




b −δ

−1 b









δδx

(bδx−cδy)



 =





δδy

aδx−bδy



 .

Comoδ (z0) = 0, temos queb(z0) 6= 0 e sign[a(z0)] = sign[c(z0)]. Assim, indz0T = indz0R.

Portanto, pelo Lema 6.3 e a Equação (6.3), o resultado segue. �

Do Teorema 5.4, segue que uma equação diferencial binária com coeficientes analı́ticos ad-

mite uma perturbação boa

Et = atdy2 +2btdxdy+ctdx2

para todo t perto do zero. Então, uma primeira definição doı́ndice de uma EDB poderia ser

I(E,0) = ∑
i

Kδt
(zi), (6.4)

ondezi são os pontos singulares não degenerados deEt , mas esta definição depende da pertur -

bação boa escolhida. De fato, considere a EDB da forma

dy2− (x3+xy)dx2 = 0.

Escolhendo uma perturbação boa da forma

dy2− (x3 +xy+ ε)dx2 = 0,

obtemos um só ponto singular não degenerado,( 3
√

ε
2,−3 3

√

ε2

4 ). Para calcular o ı́ndice da EDB

usamos o Lema 6.3, assim obtemos que

I(E,0) =











−1
2, se ε > 0

1
2, se ε < 0.

Portanto, não é possı́vel definir o ı́ndice de uma equação diferencial binária como a soma de

númerosKδε (zi), ondezi são os pontos singulares não degenerados de uma perturbac¸ão boa. A

nova definição dada a seguir permite solucionar o problemada dependência das perturbações

boas e estender a definição do ı́ndice de uma equação diferencial binária positiva.
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Definição 6.5. Sejam a, b, c funç̃oes anaĺıticas reais da Equaç̃ao (6.1) e Et uma perturbaç̃ao

boa do germe(E,0). Ent̃ao, oı́ndice da equaç̃ao diferencial bińaria em 0é definido por

I(E,0) = ∑
i

Kδt
(zi)+ ∑

δt(ui)<0

indui (δt x,δt y),

onde zi são pontos singulares não degenerados de Et e ui pontos cŕıticos da parte negativa de

δt .

Observaç̃ao. Note que se consideramos perturbações boasEt tais que os pontos crı́ticos da

função discriminante deEt aconteçam na parte positiva desta função, então é possı́vel definir o

ı́ndice da equação diferencial binária como (6.4) e provar que o ı́ndice independe desta classe de

perturbações.

Usando o Lema 6.3, podemos expressarI(E,0) em termos do discriminante e dos coefi-

cientes da EDB, isto é,

I(E,0) = ∑
i

[Ttδt
(zi)]+ ∑

δt(ui)<0

indui (δt x,δt y),

ondeTt δt
(zi) é o determinante da matriz jacobiana do campo vetorialTt = (δtδt y,a

2
t δt x−atbtδt y)

emzi, Tt(zi) = 0 e[Ttδt
(zi)] =

Tt δt (zi)

2|Tt δt (zi)|
. Analogamente, usando o Lema 6.4, temos que

I(E,0) = ∑
i

[Rtδt
(zi)]+ ∑

δt(ui)<0

indui (δt x,δt y),

ondeRtδt
(zi) é o determinante da matriz jacobiana do campo vetorialRt = (δtδt x,ctbtδt x−c2

t δt y)

emzi, Rt(zi) = 0 e[Rtδt
(zi)] =

Rtδt (zi)

2|Rt δt (zi)|
.

O resultado abaixo caracteriza os zeros não degenerados docampo(δ ,aδx−bδy) que não

são pontos singulares da EDB.

Lema 6.6. Sejam z0 um zero ñao degenerado do campo(δ ,aδx − bδy) e a(z0) = 0. Ent̃ao,

c(z0) 6= 0, δy(z0) 6= 0 e indz0(δ ,(aδx−bδy)aδy) = indz0(a,b).

Demonstraç̃ao: Suponha quea(z0) = 0. Então,b(z0) = 0. Logo, pelo Lema 4.4,c(z0) 6= 0 e
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δy(z0) 6= 0. Daı́,(δ ,c(aδx−bδy)aδy) = (δ ,−δδxaδy +baδy(bδx−cδy)). Então,





1 0

−δxaδy δy(bδx−cδy)









δ

ba



 =





δ

c(aδx−bδy)aδy



 .

Assim do Teorema 2.6 segue que

indz0(δ ,(aδx−bδy)aδy) = −indz0(δ ,ba)

= −sign[c(z0)] · indz0(b
2−ac,bca).

Por outro lado, sejamh, f : R
2 −→ R

2 aplicações suaves dadas porh(x,y) = (b,ac)(x,y) e

f (x,y) = (x2−y,xy). Então,f ◦h = (b2−ac,bca). Logo,

indz0(b
2−ac,bca) = ind0 f · indz0(b,ac)

= ind0 f ·sign[c(z0)] · indz0(b,a).

Portanto, como o ı́ndice de f em 0 é 1, temos que indz0(δ ,(aδx−bδy)aδy) = indz0(a,b). �

O próximo resultado será usado na demonstração do Teorema 6.8 e da invariância doI(E,0).

Teorema 6.7.(Desigualdade de Lojasiewicz [35]) Seja f: (Rn,0)−→ (R,0) uma funç̃ao anaĺı -

tica real tal que0 é um ponto cŕıtico de f . Ent̃ao, existe uma vizinhança U de0 emRn tal que,

para todo x∈U

‖∇ f (x)‖ ≥ c| f (x)|ρ ,

onde0 < ρ < 1 e c> 0.

Vamos mostrar agora que o ı́ndice da equação diferencial binária com coeficientes analı́ticos

reais pode ser calculado a partir de informação da própria equação diferencial binária, não de-

pende portanto da perturbação escolhida.

Teorema 6.8.Sejam0 um ponto singular de E e a, b, c funções anaĺıticas reais. Ent̃ao:

(i) Se0 é um zero isolado dos campos vetoriais(δ ,aδx−bδy) e (δ ,δy), ent̃ao

I(E,0) =
1
2

ind0(δ ,(aδx−bδy)aδy)−
1
2

ind0(a,b)−
1
2

ind0(δδx,δy)+
1
2

ind0(δx,δy).



6.1 Definiç̃ao doı́ndice 54

(ii) Se0 é um zero isolado dos campos vetoriais(δ ,bδx−cδy) e (δ ,δx), ent̃ao

I(E,0) =
1
2

ind0(δ ,(bδx−cδy)cδx)+
1
2

ind0(c,b)+
1
2

ind0(δδy,δx)+
1
2

ind0(δx,δy).

Demonstraç̃ao: (i) Da hipótese que 0 é um zero isolado do campo vetorial(δ ,aδx − bδy) e

usando o Teorema 6.7, segue que 0 é um zero isolado do campo vetorial (δx,δy). Pelo Teorema

5.4, existe uma perturbação boaEt de E tal que 0 é um valor regular do campo vetorialWt =

(δt ,atδt x−btδt y), para todot perto do zero. Do Teorema 2.2,

ind0(δ ,(aδx−bδy)aδy) = ∑ indzi (δt ,(atδt x−btδt y)atδt y). (6.5)

Fixe um t próximo do zero. SejamC1 = {z∈ R
2 | at(z) = 0}, C2 = {z∈ R

2 | at(z) 6= 0},

C3 = {z∈ R2 | δt(z) = (atδt x−btδt y)(z) = 0} e C4 = {z∈ R2 | δt(z) = δt y(z) = 0}. Então,

(6.5) é igual a

∑
zi∈ C1

indzi(δt ,(atδt x−btδt y)atδt y)+ ∑
zi∈ C2

indzi (δt ,(atδt x−btδt y)atδt y). (6.6)

Pelo Lema 6.6,

∑
zi∈ C1

indzi (δt ,(atδt x−btδt y)atδt y) = ∑ indzi(at ,bt)

= ind0(a,b). (6.7)

Do lema 4.4, temos,(C2∩C3)∩ (C2∩C4) = ∅. Assim, o segundo somando de (6.6) é igual a

∑
zi∈ C2∩C3

indzi(δt ,(atδt x−btδt y)atδt y)+ ∑
zi∈ C2∩C4

indzi(δt ,(atδt x−btδt y)atδt y).

Pelos Lemas 6.3 e 4.4,

∑
zi∈ C2∩C3

indzi(δt ,(atδt x−btδt y)atδt y) = ∑2[Tδt
(zi)] (6.8)

∑
zi∈ C2∩C4

indzi(δt ,(atδt x−btδt y)atδt y) = ∑
zi∈ C2∩C4

sign[δt x(zi)]indzi (δt ,δt y) (6.9)
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Por outro lado, pelo Lema 4.4,

ind0(δδx,δy)− ind0(δx,δy) = ∑sign[δt x(zi)]indzi (δt ,δt y)−2 ∑
δt(zi)<0

indzi(δt x,δt y).

Assim,

∑
zi∈ C2∩C4

indzi(δt ,(atδt x−btδt y)atδt y) = ind0(δδx,δy)− ind0(δx,δy)+2 ∑
δt(zi)<0

indzi (δt x,δt y).

Portanto, segue da equação acima e das Equações (6.6), (6.7) e (6.8) que

I(E,0) =
1
2

ind0(δ ,(aδx−bδy)aδy)−
1
2

ind0(a,b)−
1
2

ind0(δδx,δy)+
1
2

ind0(δx,δy).

ii) Para demonstrar (ii), basta fazer uma mudança de coordenadasX = y eY = x e usar a fórmula

(i) para esta nova equação.�

Quando as funçõesa, b e c não se anulam simultaneamente em 0, a expressão do ı́ndice

se simplifica, e o resultado é verdadeiro sem a hipótese que0 é um zero isolado dos campos

vetoriais(δ ,δy) e (δ ,δx)

Teorema 6.9.Sejam0 um ponto singular de E e a, b e c funções anaĺıticas reais ñao todas

nulas em0. Ent̃ao:

(i) Se a(0,0) 6= 0 e0 é um zero isolado do campo vetorial(δ ,aδx−bδy), ent̃ao

I(E,0) =
1
2

ind0(δδy,a
2δx−abδy)+

1
2

ind0(δx,δy).

(ii) Se c(0,0) 6= 0 e0 é um zero isolado do campo vetorial(δ ,bδx−cδy), ent̃ao

I(E,0) =
1
2

ind0(δδx,cbδx−c2δy)+
1
2

ind0(δx,δy).

Demonstraç̃ao: (i) Pelo Teorema 5.4, existe uma perturbação boaEt deE tal que 0 é um valor

regular do campo vetorialWt = (δt ,atδt x−btδt y), para todot perto do zero. Comoa(0,0) 6= 0,
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entãoat(0,0) 6= 0 para todot perto do zero. Do Teorema 2.2,

ind0(δδy,(aδx−bδy)a) = ∑ indzi (δtδt y,(atδt x−btδt y)at). (6.10)

Fixe umt próximo do zero. SejamC1 = {z∈ R2 | δt(z) = (atδt x−btδt y)(z) = 0} eC2 = {z∈

R2 | δt(z) = δt y(z) = 0}. Segue do lema 4.4 queC1∩C2 = ∅. Então, (6.10) é igual a

∑
zi∈ C1

indzi(δtδt y,(atδt x−btδt y)at)+ ∑
zi∈ C2

indzi (δtδt y,(atδt x−btδt y)at). (6.11)

Pelos Lemas 4.4 e 6.3,

∑
zi∈ C1

indzi(δtδt y,(atδt x−btδt y)at) = ∑2[Ttδt
(zi)] (6.12)

e

∑
zi∈ C2

indzi (δtδty,(atδtx−btδty)at) = ∑sign[δt(zi)]indzi (δty,δtx)

= ∑
δt(zi)>0

indzi(δty,δtx)− ∑
δt(zi)<0

indzi (δty,δtx)

Por outro lado,

ind0(δy,δx) = ∑
δt(zi)>0

indzi (δt y,δt x)+ ∑
δt(zi)<0

indzi (δt y,δt x). (6.13)

Pela Equação (6.13),

∑
zi∈ C2

indzi (δtδty,(atδtx−bt)at) = ind0(δy,δx)−2 ∑
δt(zi)<0

indzi(δty,δtx). (6.14)

Logo, pelas Equações (6.12) e (6.14),

ind0(δδy,(aδx−bδy)a) = ∑2[Ttδt
(zi)]+ ind0(δy,δx)−2 ∑

δt(zi)<0

indzi(δty,δtx).



Portanto,

I(E,0) =
1
2

ind0(δδy,a
2δx−abδy)+

1
2

ind0(δx,δy).

ii) A demonstração é análoga a (i).�

Observaç̃ao. Assumindo que(δ ,δy) ou(δ ,δx) tem zero isolado na origem, respectivamente

quandoa(0,0) 6= 0 ou c(0,0) 6= 0, podemos também obter o resultado do Teorema 6.9 como

corolário do Teorema 6.8.

A seguir, obtemos a fórmula para o ı́ndice da EDB quando o discriminante é um ponto

isolado. Esta fórmula foi demonstrada por Hopf em [32] e aparece em várias aplicações das

equações diferenciais binárias à geometria diferencial.

Corolario 6.10. Sejam a, b, c funç̃oes anaĺıticas reais que se anulam em0, δ ≥ 0 e δ (x,y) = 0

se, e somente se x= y = 0. Ent̃ao, I(E,0) = −1
2ind0(a,b) = −1

2ind0(b,c).

Demonstraç̃ao: Seja(δδx + εδx,δy) uma perturbação do campo vetorial(δδx,δy). Então, pelo

Teorema 2.2,

ind0(δδx,δy) = ∑ indzi(δδx + εδx,δy)

= ∑sign[δx(zi)]indzi(δ + ε,δy)+sign[ε]ind0(δx,δy).

Fixe ε > 0. Então,

ind0(δδx,δy) = ind0(δx,δy).

Analogamente, obtemos que ind0(δδy,δx) = ind0(δy,δx). Portanto, pelo Teorema 6.8,

I(E,0) = −
1
2

ind0(a,b) = −
1
2

ind0(b,c).

�

6.2 Invarîancia deI(E,0)

Neste seção provaremos queI(E,0) é invariante por equivalências analı́ticas reais no espaço dos

germes de equações diferenciais binárias com coeficientes analı́ticos reais.

Primeiramente provaremos que o ı́ndice da EDB é invariantepor multiplicação de germes
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de funções analı́ticas de(R2,0) emR, não nulas em 0. Podemos supor que o ı́ndice da EDB é

dado pela formula do item (i) do Teorema 6.8. SejaT : (R2,0) −→ R um germe analı́tico real

tal queT(0) 6= 0,

E(x,y)[dx,dy] = a(x,y)dy2+2b(x,y)dxdy+c(x,y)dx2 = 0 (6.15)

uma equação diferencial binária com coeficientes analı́ticos reais. Sejaδ = b2−ac a função

discriminante deE. Multiplicando a EDB (6.15) porT temos

E1(x,y)[dx,dy] = A(x,y)dy2+2B(x,y)dxdy+C(x,y)dx2 = 0, (6.16)

ondeA = T ·a, B = T ·b e C = T · c. Sejaδ̂ = B2−AC = T2δ a função discriminante deE1.

Sejag = T2. Então,δ̂ = gδ .

Lema 6.11.Sejam a, b e c funções anaĺıticas reais. Se0 é um zero isolado dos campos vetoriais

(δ ,δy) e (δ ,aδx−bδy), ent̃ao ind0(δ̂ ,(Aδ̂x−Bδ̂y)Aδ̂y) = ind0(δ ,(aδx−bδy)aδy).

Demonstraç̃ao: Comoδ̂ = gδ , então

(aδ̂x−bδ̂y)aδ̂y = (aδx−bδy)g
2aδy +aδ [(agx−bgy)(gyδ +gδy)+(aδx−bδy)ggy].

Logo,




g 0

L g2









δ

(aδx−bδy)aδy



 =





δ̂

(aδ̂x−bδ̂y)aδ̂y



 ,

ondeL = a[(agx−bgy)(gyδ +gδy)+(aδx−bδy)ggy]. Portanto, pelo Teorema 2.6,

ind0(δ̂ ,(Aδ̂x−Bδ̂y)Aδ̂y) = ind0(δ ,(aδx−bδy)aδy).

�

Lema 6.12.Sejam a, b e c funções anaĺıticas reais. Ent̃ao:

(i) Se0 é um zero isolado do campo vetorial(δx,δy), ent̃ao ind0(δ̂x, δ̂y) = ind0(δx,δy).

(ii) Se0 é um zero isolado do campo vetorial(δδx,δy), ent̃ao ind0(δ̂ δ̂x, δ̂y) = ind0(δδx,δy).
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Demonstraç̃ao: (i) Como δ̂ = gδ , entãoδ̂x = gxδ +gδx e δ̂y = gyδ +gδy.

Considere a homotopiaH : R2× [1,0]−→ R2 dada por

H(x,y, t) = (tgxδ +gδx, tgyδ +gδy),

tal queH(x,y,0) = (gδx,gδy) e H(x,y,1) = (δ̂x, δ̂y).

Vamos mostrar que existe uma vizinhançaU de(0,0) emR2 tal que, para todoz∈U −{0}

e t ∈ [1,0], H(z, t) 6= 0. De fato, suponha, por absurdo, que exista uma sequência(zi, ti) ∈

R
2× [1,0] tal quezi converge a 0,H(zi , ti) = 0 ezi 6= 0. Então,

δx(zi) =
−tigx(zi)δ (zi)

g(zi)
e δy(zi) =

−tigy(zi)δ (zi)

g(zi)
.

Da hipótese que 0 é um zero isolado do campo(δx,δy), segue queδ (zi) 6= 0. Logo, pela de-

sigualdade de Lojasiewicz, existe uma vizinhançaU de 0 emR2 tal que para todoz∈U ,

δx
2(z)+δy

2(z) ≥ c2|δ (z)|2ρ , (6.17)

onde 0< ρ < 1, c > 0. Substituindo as derivadas parciais deδ no pontozi em (6.17) obtemos

(tigx)
2(zi)δ 2−2ρ (zi)

g2(zi)
+

(tigy)
2(zi)δ 2−2ρ(zi)

g2(zi)
≥ c2, (6.18)

onde 2−2ρ > 0. Comozi converge a 0, segue da expressão (6.18) quec = 0, o que é absurdo.

Portanto, pelo Teorema 2.1, ind0(δ̂x, δ̂y) = ind0(δx,δy).

(ii) A demonstração é análoga a (i).�

Teorema 6.13.Sejam a, b e c funções anaĺıticas reais. Se0 é um zero isolado dos campos

vetoriais(δ ,δy) e (δ ,aδx−bδy), ent̃ao I(E,0) = I(E1,0).

Demonstraç̃ao: A demonstração segue usando o Teorema 6.8 e os Lemas 6.11 e 6.12.�

A seguir mostraremos que o ı́ndiceI(E,0) é invariante por equivalência analı́tica real.
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Sejam(Ẽ,0) e (L,0) germes de EDB’s dadas por

Ẽ(x,y)[dx,dy] = ã(x,y)dy2 +2b̃(x,y)dxdy+ c̃(x,y)dx2 = 0, (6.19)

L(x,y)[dx,dy] = A(x,y)dy2 +2B(x,y)dxdy+C(x,y)dx2 = 0, (6.20)

tais que ˜a, b̃, c̃, A, B e C são germes de funções analı́ticas reais.

Suponha que os germes das EDB’s(Ẽ,0) e (L,0) são analiticamente equivalentes. Então,

existe uma função analı́ticaρ : (R2,0) −→ R não nula em 0 e um germe de difeomorfismo

analı́ticoh = (h1,h2) : (R2,0) −→ (R2,0) tais que





ξ β

γ α









ρ(ã◦h) ρ(b̃◦h)

ρ(b̃◦h) ρ(c̃◦h)









ξ β

γ α





T

=





A B

B C



 , (6.21)

ondeh1x = α, h1y = β , h2x = γ e h2y = ξ são as derivadas parciais deh. Multiplicando a

Equação (6.19) pela função analı́ticaρ ◦h−1 : (R2,0) −→ R, obtemos

E(x,y)[dx,dy] = a(x,y)dy2+2b(x,y)dxdy+c(x,y)dx2 = 0, (6.22)

ondea = (ρ ◦h−1) · ã, b = (ρ ◦h−1) · b̃ e c = (ρ ◦h−1) · c̃. Logo,





ξ β

γ α









a◦h b◦h

b◦h c◦h









ξ β

γ α





T

=





A B

B C



 (6.23)

e pelo Teorema 6.13,I(Ẽ,0) = I(E,0).

Portanto, demonstrar queI(Ẽ,0) = I(L,0) se reduz a demonstrar queI(E,0)= I(L,0). Neste

caso, podemos supor, fazendo uma mudança de coordenadasX = y e Y = x se for necessário,

que os ı́ndices dos germes(E,0) e (L,0) são dados pela fórmula do ı́tem (i) do Teorema 6.8.

Seja δ̂ (x,y) = (B2 −AC)(x,y) = (detdh)2δ◦h(x,y) o discriminante deL, ondeδ (x,y) =
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(b2−ac)(x,y) é o discriminante deE. Considerandõδ = δ◦h e usando (6.23), obtemos

Aδ̃x−Bδ̃y = S{ξ [(aδx−bδy)◦h]−β [(cδy−bδx)◦h]} (6.24)

(a◦h)(Aδ̃x−Bδ̃y) = S{β (δ◦h)(δy◦h)+ [ξ (a◦h)+β (b◦h)][(aδx−bδy)◦h]} (6.25)

(a◦h)A = [ξ (a◦h)+β (b◦h)]2−β 2(δ◦h) (6.26)

δ̃y = ξ (δy◦h)+β (δx◦h), (6.27)

ondeS= ξ α −βγ. Estas equações serão usadas nas demonstrações dos próximos Lemas.

A idéia da demonstração da invariância consiste em duasetapas. Primeiro temos que achar

um caminho suaveα : [0,1)→ P3
k (R2) tal queα(0) = 0 e

Et(x,y)[dx,dy] = at(x,y)dy2+2bt(x,y)dxdy+ct(x,y)dx2 = 0, (6.28)

Lt(x,y)[dx,dy] = At(x,y)dy2+2Bt(x,y)dxdy+Ct(x,y)dx2 = 0, (6.29)

sejam perturbações boas deE e L, onde(at ,bt ,ct) = (a,b,c)+α(t) e os coeficientes deLt são

dados pelas seguintes igualdades





ξ β

γ α









at◦h bt◦h

bt◦h ct◦h









ξ β

γ α





T

=





At Bt

Bt Ct



 . (6.30)

Em seguida, mostramos que os pontos singulares não degenerados deEt e Lt parat perto de

zero, estão em correspondência biunı́voca, isto é,z0 é um ponto singular não degenerado de

Lt se e somente se,h(z0) é um ponto singular não degenerado deEt , e depois mostramos que

Kδt
(h(z0)) = Kδ̂t

(z0), ondeδ̂ = (detdh)2δ◦h. Mas, pelo Teorema 5.6, o caminho sempre existe.

Portanto, resta provar a segunda questão.

Sejamg = (detdh)2 e δ̂ = (detdh)2δ◦h = gδ̃ . O resultado abaixo será usado na demonstra -

ção do Lema 6.15 e o Teorema 6.18.

Lema 6.14. Seja z0 um zero isolado dos campos vetoriais(δ ,aδx − bδy) e (δ ,δy). Ent̃ao,

indz0(δ̂ ,(Aδ̂x−Bδ̂y)Aδ̂y) = indz0(δ̃ ,(Aδ̃x−Bδ̃y)Aδ̃y).
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Demonstraç̃ao: Comoδ̂ = g · δ̃ , então

(Aδ̂x−Bδ̂y)Aδ̂y = (Aδ̃x−Bδ̃y)Aδ̃yg
2+[(Aδ̃x−Bδ̃y)gAgy+(Agx−Bgy)Aδ̂y]δ̃ .

Logo,




g 0

L g2









δ̃

(Aδ̃x−Bδ̃y)Aδ̃y



 =





δ̂

(Aδ̂x−Bδ̂y)Aδ̂y



 ,

ondeL = (Aδ̃x−Bδ̃y)gAgy+(Agx−Bgy)Aδ̂y. Portanto, pelo Teorema 2.6,

indz0(δ̂ ,(Aδ̂x−Bδ̂y)Aδ̂y) = indz0(δ̃ ,(Aδ̃x−Bδ̃y)Aδ̃y).

�

O lema a seguir mostra que os pontos singulares não degenerados deEt eLt estão em corres-

pondência biunı́voca pela aplicaçãoh. Podemos supor, sem perda de generalidade, que 0 é valor

regular dos camposV1 = (δ ,aδx−bδy) eV2 = (δ̂ ,Aδ̂x−Bδ̂y).

Lema 6.15. Seja0 um valor regular dos campos V1 e V2. Ent̃ao, z0 é um ponto singular ñao

degenerado de L se, e somente se, h(z0) é um ponto singular ñao degenerado de E.

Demonstraç̃ao: Suponha quez0 é um ponto singular não degenerado deL. Então, pelo Lema

4.4, δ̂ (z0) = (Aδ̂x−Bδ̂y)(z0) = 0, A(z0) 6= 0 e δ̃y(z0) 6= 0. Segue do Lema 6.14 quẽδ (z0) =

(Aδ̃x−Bδ̃y)(z0) = 0.

Vamos mostrar que(a◦h)(z0) 6= 0. De fato, suponha, por absurdo, quea(h(z0)) = 0. Então,

b(h(z0)) = 0. Pelo Lema 6.6,c(h(z0)) 6= 0 eδy(h(z0)) 6= 0. Substituindoz0 na Equação (6.24)

obtemosβ (z0) = 0. Por outro lado, usando (6.21) temos:A = ξ 2 · a◦h+ 2β · b◦h+ β 2 · c◦h.

Logo,A(z0) = 0, o que é um absurdo.

Assim,a(h(z0)) 6= 0. Das Equações (6.25) e (6.26) segue que(aδx−bδy)(h(z0)) = 0. Por-

tanto, pelo Lema 4.4,h(z0) é um ponto singular não degenerado deE.

Reciprocamente, suponha queh(z0) é um ponto singular não degenerado deE. Então, pelo

Lema 4.4 e a Equação (6.25),a(h(z0)) 6= 0, δy(h(z0)) 6= 0 e(Aδ̃x−Bδ̃y)(z0) = 0.

Vamos mostrar queA(z0) 6= 0. De fato, suponha, por absurdo, queA(z0) = 0. Então,B(z0) =
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0. Pelo Lema 6.6,C(z0) 6= 0 e δ̂y(z0) 6= 0. De (6.26) e (6.27), temos:

(ξ ·a◦h+β ·b◦h)(z0) = 0 e δ̃y = ξ ·δy◦h+β ·δx◦h.

Como(aδx−bδy)(h(z0)) = 0, segue quẽδy(z0) = 0. Então,δ̂y(z0) = 0, o que é um absurdo.

Agora vamos mostrar quêδy(z0) 6= 0. De fato, suponha, por absurdo, queδ̂y(z0) = 0. Então,

δ̃y(z0) = 0. Como(aδx − bδy)(h(z0)) = 0, segue que(ξ · a◦h+ β · b◦h)(z0) = 0. Usando a

Equação (6.26), obtemosa(h(z0)) ·A(z0) = 0, o que é um absurdo.

Assim,A(z0) 6= 0, δ̂y(z0) 6= 0 e pelo Lema 6.14, temos que(Aδ̂x−Bδ̂y)(z0) = 0. Portanto,

pelo Lema 4.4,z0 é um ponto singular não degenerado deL. �

O lema a seguir mostra queKδ (h(z0)) = Kδ̂ (z0), ondez0 e h(z0) são pontos singulares não

degenerados deL eE.

Lema 6.16.Seja0 um valor regular dos campos V1 e V2. Se z0 é um ponto singular ñao degene -

rado de L, ent̃ao indz0(δ̂ ,(Aδ̂x−Bδ̂y)Aδ̂y) = indh(z0)(δ ,(aδx−bδy)aδy).

Demonstraç̃ao: Suponha quez0 é um ponto singular não degenerado deL. Então, pelos Lemas

4.4 e 6.15,A(z0) 6= 0, δ̂y(z0) 6= 0 eh(z0) é um ponto singular não degenerado deE. Segue do

Lema 4.4 que(a◦h)(z0) 6= 0, (δy ◦h)(z0) 6= 0 e [(a◦h)(δx ◦h)− (b◦h)(δy ◦h)](z0) = 0. Das

Equações (6.26) e (6.27) segue que

sign[A(z0)] = sign[(a◦h)(z0)] (6.31)

sign[δ̃y(z0)] = sign[(a◦h)(z0)(δy◦h)(z0)(ξ ·a◦h+β ·b◦h)(z0)] (6.32)

Pela Equação (6.25), temos que





1 0

(ξ α −βγ)β (δy◦h) J









δ◦h

(aδx−bδy)◦h



 =





δ̃

(Aδ̃x−Bδ̃y)(a◦h)



 ,

ondeJ = [ξ α −βγ][ξ ·a◦h+β ·b◦h]. Daı́, pelo Teorema 2.1 segue que

indz0(δ̃ ,(Aδ̃x−Bδ̃y)(a◦h)) = sign[(ξ ·a◦h+β ·b◦h)(z0)]indh(z0)(δ ,aδx−bδy).
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Portanto, pelo Lema 6.14 e as Equação (6.31) e (6.32) ,

indz0(δ̂ ,(Aδ̂x−Bδ̂y)Aδ̂y) = indz0(δ̃ ,(Aδ̃x−Bδ̃y)Aδ̃y)

= indh(z0)(δ ,(aδx−bδy)aδy).

�

Lema 6.17.Se0 é um zero isolado dos campos vetoriais(δ̂ , δ̂y) e (δ̂x, δ̂y), ent̃ao

ind0(δ̂ δ̂x, δ̂y) = ind0(δ̃ δ̃x, δ̃y) e ind0(δ̂x, δ̂y) = ind0(δ̃x, δ̃y).

Demonstraç̃ao: Comoδ̂ = g · δ̃ , a demonstração é análoga ao Lema 6.12.�

Teorema 6.18.Sejam(E,0) e (L,0) germes de EDB’s equivalentes, da forma (6.22) e (6.20),

respectivamente. Se0 é um zero isolado dos campos vetoriais(δ ,aδx− bδy) e (δ ,δy), ent̃ao

I(E,0) = I(L,0).

Demonstraç̃ao: Pelo Teorema 5.6, existem perturbações boasEt e Lt de E e L dadas pelas

Equações (6.28) e (6.29), tais que 0 é um valor regular doscampos vetoriais(δ̂ ,At δ̂t x−Bt δ̂t y)

e (δt ,atδt x− btδt y), para todot perto do 0,t 6= 0, ondeδt = b2
t − atct e δ̂t = (detdh)2 · δt◦h.

Denotamos por̃δt = δt◦h. Então, pelo Lema 6.14 e o Teorema 2.2,

ind0(δ̂ ,(Aδ̂x−Bδ̂y)Aδ̂y) = ind0(δ̃ ,(Aδ̃x−Bδ̃y)Aδ̃y)

= ∑ indzi (δ̃t ,(At δ̃t x−Bt δ̃t y)At δ̃t y), (6.33)

parat perto do zero,t 6= 0. Fixe umt perto do zero. SejamC1 = {z∈ R2 | At(z) = 0}, C2 =

{z∈ R
2 | At(z) 6= 0}, C3 = {z∈ R

2 | δ̃t(z) = (At δ̃t x−Bt δ̃t y)(z) = 0} eC4 = {z∈ R
2 | δ̃t(z) =

δ̃t y(z) = 0}. Então, (6.33) é igual a

∑
zi∈ C1

indzi (δ̃t ,(At δ̃t x−Bt δ̃t y)At δ̃t y)+ ∑
zi∈ C2

indzi (δ̃t ,(At δ̃t x−Bt δ̃t y)At δ̃t y). (6.34)



6.2 Invariância deI(E,0) 65

Pelos Lemas 6.14, 6.6 e Teorema 2.2,

∑
zi∈ C1

indzi(δ̃t ,(At δ̃t x−Bt δ̃t y)At δ̃t y) = ∑ indzi (At,Bt)

= ind0(A,B). (6.35)

Do lema 4.4, temos,(C2∩C3)∩ (C2∩C4) = ∅. Assim, o segundo somando de (6.34) é igual a

∑
zi∈ C2∩C3

indzi(δ̃t ,(At δ̃t x−Bt δ̃t y)At δ̃t y)+ ∑
zi∈ C2∩C4

indzi(δ̃t ,(At δ̃t x−Bt δ̃t y)At δ̃t y).

Pelos Lemas 6.14, 6.15 e 6.16,

∑
zi∈ C2∩C3

indzi(δ̃t ,(At δ̃t x−Bt δ̃t y)At δ̃t y) = ∑ indh(zi)(δt ,(atδt x−btδt y)atδt y)

= ∑2[Ttδt
(h(zi))]. (6.36)

Segue do Lema 4.4 que

∑
zi∈ C2∩C4

indzi (δ̃t ,(At δ̃t x−Bt δ̃t y)At δ̃t y) = ∑sign[δ̃t x(zi)]indzi (δ̃t , δ̃t y). (6.37)

De (6.36) e (6.37) temos que:

∑
zi∈ C2

indzi(δ̃t ,(At δ̃t x−Bt δ̃t y)At δ̃t y) = ∑2[Ttδt
(h(zi))]+∑sign[δ̃t x(zi)]indzi(δ̃t , δ̃t y). (6.38)

Por (6.34), (6.35) e (6.38) temos,

ind0(δ̂ ,(Aδ̂x−Bδ̂y)Aδ̂y) = ind0(A,B)+∑2[Ttδt
(h(zi))]+∑sign[δ̃t x(zi)]indzi (δ̃t , δ̃t y).

Fazendo cálculos simples e usando o Lema 4.4 obtemos,

ind0(δ̃ δ̃x, δ̃y)− ind0(δ̃x, δ̃y) = ∑sign[δ̃t x(zi)]indzi (δ̃t , δ̃t y)−2 ∑
δ̃t(zi)<0

indzi(δ̃t x, δ̃t y)

∑
δt(h(zi))<0

indh(zi)(δt x,δt y) = ∑
δ̃t(zi)<0

indzi(δ̃t x, δ̃t y).
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Segue das duas igualdades anteriores que

ind0(δ̂ ,(Aδ̂x−Bδ̂y)Aδ̂y) = 2I(E,0)+ ind0(A,B)+ ind0(δ̃ δ̃x, δ̃y)− ind0(δ̃x, δ̃y),

Assim,

I(E,0) =
1
2

ind0(δ̂ ,(Aδ̂x−Bδ̂y)Aδ̂y)−
1
2

ind0(A,B)−
1
2

ind0(δ̃ δ̃x, δ̃y)+
1
2

ind0(δ̃x, δ̃y),

e portanto, pelo Lema 6.17 e Teorema 6.8,I(E,0) = I(L,0).�

6.3 Índice de EDB’s com coeficientes suaves

Nesta seção mostramos que as fórmulas para o ı́ndice determinadas no Teorema 6.8 podem ser

estendidas para equações diferenciais binárias com coeficientes suaves que satisfazem a uma

condição de finitude, o que permite introduzir o conceito de ı́ndice para esta classe de equações.

Seja(E,0) um germe de uma EDB dada por

E(x,y)[dx,dy] = a(x,y)dy2+2b(x,y)dxdy+c(x,y)dx2 = 0, (6.39)

com coeficientesa, b, c suaves. Sejaδ = b2−aca função discriminante deE.

Definição 6.19.Dizemos que o germe(E,0) é finito se m(δ ,aδx−bδy) < ∞, m(δx,δy) < ∞ e

m(δ ,δy) < ∞.

Indicaremos porV1 = (δ ,(aδx−bδy)aδy), V2 = (δx,δy) eV3 = (δδx,δy). Vamos indicar por

F o conjunto de todas as EDB’s finitas. Quando(E,0) ∈ F , os camposVi , i ∈ {1,2,3}, são

K -finitamente determinados e têm, portanto, singularidadeisolada na origem. Mostraremos

a seguir queF acontece em geral. Lembremos que uma propriedade acontece em geral se o

complementar do subconjunto formado pelos elementos que satisfazemP é um conjunto pró-

algébrico de codimensão infinita (ver pagina 4).

Proposiç̃ao 6.20.O conjunto das EDB’s finitas acontece em geral.

Demonstraç̃ao: Usando o Teorema 5.1 e o argumento da demonstração do Teorema 2.8 em [7],

segue o resultado.�
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Para equações diferenciais binárias emF podemos definir:

Definição 6.21.Para (E,0) ∈ F , definimos:

J(E,0) =
1
2

ind0(δ ,(aδx−bδy)aδy)−
1
2

ind0(a,b)−
1
2

ind0(δδx,δy)+
1
2

ind0(δx,δy).

Seja(Er ,0) um germe de uma EDB dada por

Er(x,y)[dx,dy] = ar(x,y)dy2+2br(x,y)dxdy+cr(x,y)dx2 = 0, (6.40)

ondear(x,y), br(x,y) e cr(x,y) são osr-jatos dea, b e c em(0,0). Sejaδr = b2
r −arcr a função

discriminante deEr .

Proposiç̃ao 6.22.Se(E,0) ∈ F . Ent̃ao, existe um r> 0 tal que, J(E,0) = J(Er ,0).

Demonstraç̃ao: Seja(E,0) um germe de uma EDB finita. Então, existe um inteiro positivok

tal quemk
2 ⊂ Vi , i ∈ {1,2,3}. Logo, parar suficientemente grande temos:j kV2 = j k(δr x,δr y),

j kV1 = j k(δr ,(arδr x−brδr y)arδr y) e j kV3 = j k(δrδr x,δry). Portanto, segue do Teorema 2.5 que

J(E,0) =
1
2

ind0(δr ,(arδr x−brδry)arδr y)−
1
2

ind0(ar ,br)−
1
2

ind0(δrδr x,δr y)+
1
2

ind0(δr x,δry).

�

Segue da proposição anterior que o invarianteJ(E,0) coincide com o ı́ndice definido anteri-

ormente quando os coeficientes são analı́ticos.

Observaç̃ao. Os resultados desta seção podem ser estendidas para a classe mais ampla das

EDB’s tais que os campos vetoriaisV1, V2 e V3 satisfazem a condição de Lojasiewicz, isto é,

existem constantes positivasc1, c2, c3, α1, α2 e α3 tais que

‖Vi(x,y)‖ ≥ ci‖(x,y)‖
αi ,

parai ∈ {1,2,3}, numa vizinhança da origem.
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6.4 Invarîancia doJ(E,0)

Nesta seção provaremos queJ(E,0) é invariante por equivalência para equações dife -renciais

binárias com coeficientes suaves.

O Teorema a seguir fornece uma desigualdade tipo Lojasiewicz.

Teorema 6.23.Sejaδ : (R2,0) −→ (R,0) um germe de função suave tal que m(δx,δy) < ∞.

Então, existem uma vizinhança U de0 emR2 e uma funç̃ao suave f: U −→ R tais que, para

todo x∈U

‖∇δ (x,y)‖ · | f (x,y)| ≥ c|δ (x,y)|ρ ,

onde0 < ρ < 1 e c> 0.

Demonstraç̃ao: Da hipótese quem(δx,δy) < ∞, segue que existe um germe de difeomorfismo

suaveh = (h1,h2) : (R2,0) −→ (R2,0) tal queδ ◦ h é um polinômio. Pela desigualdade de

Lojasiewicz 6.7, existe uma vizinhançaV de 0 emR
2 tal que, para todo(x,y) ∈V

||∇(δ ◦h)(x,y)|| ≥ c|(δ ◦h)(x,y)|ρ , (6.41)

onde 0< ρ < 1 ec > 0.

Calculando o gradiente da funçãoδ ◦h, obtemos:

∇(δ ◦h) = (δx◦h ·h1x + δy◦h ·h2x, δx◦h ·h1y + δy◦h ·h2y)

= (〈(h1x,h2x),∇δ ◦h〉,〈(h1y,h2y),∇δ ◦h〉), (6.42)

onde〈,〉 denota o produto interno emR2.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

‖(h1x,h2x)‖ · ‖∇δ ◦h‖ ≥ |〈(h1x,h2x),∇δ ◦h〉| (6.43)

‖(h1y,h2y)‖ · ‖∇δ ◦h‖ ≥ |〈(h1y,h2y),∇δ ◦h〉|. (6.44)
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De (6.42), (6.43) e (6.44) temos que:

√

(‖(h1x,h2x)‖2+‖(h1y,h2y)‖2) · ‖∇δ ◦h‖ ≥ ‖∇(δ ◦h)‖. (6.45)

Segue de (6.41) que

√

‖(h1x,h2x)(x,y)‖2+‖(h1y,h2y)(x,y)‖2 · ‖∇δ (h(x,y))‖ ≥ c|δ (h(x,y))|ρ ,

para todo(x,y) ∈ V. Considerandof =
√

(‖(h1x,h2x)‖2+‖(h1y,h2y)‖2) ◦h−1 e U = h(V), o

resultado segue.�

Sejam(E,0) e (L,0) germes de EDB’s finitas dadas por

E(x,y)[dx,dy] = a(x,y)dy2 +2b(x,y)dxdy+c(x,y)dx2 = 0, (6.46)

L(x,y)[dx,dy] = A(x,y)dy2 +2B(x,y)dxdy+C(x,y)dx2 = 0,

tais quea, b, c, A, B e C são funções suaves. Sejaδ = b2−ac.

Usando o Teorema 5.8, temos que existem uma sequência{tm} deR convergindo para 0 e

uma perturbaçãoEt de(E,0) tal queEtm ∈ Θ, para todotm perto do zero.

Então, fixando umtm perto do zero e usando o mesmo argumento da demonstração doTeo-

rema 6.8, temos

J(E,0) = ∑
i

Kδtm
(zi)+ ∑

δtm(ui)<0

indui(δtmx,δtmy), (6.47)

ondezi são pontos singulares não degenerados deEtm eui pontos crı́ticos deδtm, respectivamente.

Observe que os Lemas 6.11 e 6.12 podem ser generalizados paraas EDB’s finitas, usando a

desigualdade do Teorema 6.23. O Teorema 6.18 também pode ser generalizado para as EDB’s

finitas, usando a Equação 6.47 e a perturbação dada no Teorema 5.9. Portanto, temos:

Teorema 6.24.Sejam(E,0) e(L,0) germes de EDB’s finitas. Se(E,0) e(L,0) são equivalentes,

ent̃ao J(E,0) = J(L,0).



Caṕıtulo

7

Equaç̃oes diferenciais implı́citas com

Fpp(0) 6= 0

Neste capı́tulo definimos um ı́ndice para EDI’s analı́ticasreais quandoFPP 6= 0 em um ponto

singular isolado e mostramos que este ı́ndice pode ser expresso em termos do ı́ndice da 1-forma

ω = dy− pdxe do ı́ndice do gradiente deF. Na seção 7.2 são estudados os pontos singulares e

as perturbações boas de um tipo especial de EDI, usando a Teoria de Singularidades.

O seguinte resultado será usado na demonstração do Lema 7.3. Seja A um subespaço

topológico deRn. Então, indicaremos porχ(A) a caracterı́stica de Euler de A. Sejaf : Rn −→R

uma função analı́tica real tal quef (0) = 0 eVε = f−1(ε)∩Br , ondeBr é uma bola fechada de

centro 0 e raio r emRn. O teorema a seguir relaciona o ı́ndice do campo gradiente∇ f na origem,

com a caracterı́stica de Euler das fibrasf−1(ε) numa vizinhança da origem.

Teorema 7.1.([40]) Seja0 um ponto cŕıtico isolado de f . Ent̃ao:

(i) Seε > 0, ent̃ao χ(Vε) = 1+(−1)n+1ind0∇ f .

(ii) Seε < 0, ent̃ao χ(Vε) = 1− ind0∇ f .

7.1 Índice de uma EDI quandoFPP(0) 6= 0

Seja(F,0) um germe de uma EDI comFp(0) = 0 eFpp(0) 6= 0, dada por

F(x,y, p) = 0, (7.1)
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ondep = dy
dx eF é uma função analı́tica real deR3 emR. Então, usando o Teorema da Divisão,

temos

F(x,y, p) = a(x,y)p2+2b(x,y)p+c(x,y), (7.2)

ondea, b e c são funções analı́ticas reais ea(0,0) 6= 0. Neste caso, usando o teorema 6.9,

definimos o ı́ndice da EDI por

I(F,0) =
1
2

ind0(δδy,aaδx−abδy)+
1
2

ind0(δx,δy),

ondeδ = b2−ac.

Vamos mostrar que os ı́ndices dos campos vetoriais(δδy,aaδx−abδy) e(δx,δy) em 0 podem

ser expressos em termos de ı́ndices de campos vetoriais emR3 que só dependem deF.

Sejamω = dy− pdx a 1-forma definida emR3 e M = F−1(0). A 1-forma ω induz uma

1-formaω|M emM. SejaS= (F,Fp,Fx + pFy) o campo vetorial definido emR3.

Lema 7.2. Seja q0 um zero isolado do campo vetorial S. Se q0 é um zero ñao degenerado do

campo vetorial S, então iq0(ω|M) = sign[Fy(q0)] · indq0S.

Demonstraç̃ao: Sejaq0 um zero não degenerado do campo vetorialS. Então,Fy(q0) 6= 0. Logo

M é suave numa vizinhança deq0 e pelo Teorema 3.3,q0 é um zero daω|M . Pelo Teorema

da Função Implı́cita, existe uma funçãoϕ : R2 −→ R, tal queF(x,ϕ(x, p), p) = 0. A função,

h : R2 −→ R3, definida porh(x, p) = (x,ϕ(x, p), p) é uma carta suave da superfı́cieM, logo o

pull-back da 1-formaω pela função h é

h∗ω|M(x, p)(u,v) = (
−Fx(h(x, p))− pFy(h(x, p))

Fy(h(x, p))
)u+

−Fp(h(x, p)

Fy(h(x, p))
v.

Assim,

i0(ω|M) = ind0(
−Fx◦h− pFy◦h

Fy◦h
,
−Fp◦h

Fy◦h
)

= ind0(Fp◦h,−Fx◦h− pFy◦h).

Sejag(x, p) = (Fp◦h,−Fx◦h− pFy◦h). Portanto, pela Equação (4.12), o resultado segue.�

Lema 7.3. Seja0 um zero isolado daω|M . Ent̃ao, i0(ω|M) = ind0(FFy,Fp,Fx + pFy).
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Demonstraç̃ao: Seja 0 um zero isolado daω|M . Então, pelo Teorema 3.3, 0 é um zero isolado

do campo vetorial(F,Fp,Fx + pFy).

Seja(FFy−εFy,Fp,Fx+ pFy) uma perturbação do campo vetorial(FFy,Fp,Fx+ pFy). Então,

pelo Teorema 2.2,

ind0(FFy,Fp,Fx + pFy) = ∑ indqi(FFy− εFy,Fp,Fx+ pFy)

= ∑
qi∈Vε

sign[Fy(qi)]indqi(F − ε,Fp,Fx + pFy)−sign[ε]ind0∇F.

Fixe umε < 0 perto do zero. Então, pelo Lema 7.2,

iqi (ω|Vε
) = sign[Fy(qi)] · indqi (F − ε,Fp,Fx + pFy),

para todoqi ∈Vε . Do Teorema 7.1,

ind0(FFy,Fp,Fx + pFy) = ∑
qi∈Vε

iqi(ω|Vε
)−χ(Vε)+1.

Portanto, pela Proposição 2.22,

i0(ω|M) = ind0(FFy,Fp,Fx + pFy).

�

ComoFpp(0) 6= 0, entãoa(0,0) 6= 0. Logo, multiplicando a Equação (7.2) por−1
a temos

G(x,y, p) = −p2 +2B(x,y)p+C(x,y), (7.3)

ondeB(x,y) = −b(x,y)
a(x,y) , C(x,y) = − c(x,y)

a(x,y) e G = −1
aF . Sejaδ ∗(x,y) = B2(x,y)+C(x,y) o dis-

criminante de G, então

G(x,y, p) = −G2
p(x,y)+δ ∗(x,y).

Nesta nova EDB o fato importante é a correspondência dos sinais deδ ∗ com o sinais de G, em

pontos fora do discriminante, isto é, sign[δ ∗(x0,y0)] = sign[G(x0,y0, p0)], ondeB(x0,y0) = p0,

e ainda pelo Teorema 6.13,I(G,0) = I(F,0).
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Lema 7.4. Seja q0 = (x0,y0, p0) um ponto singular da EDI (7.3).

(i) Se q0 é um zero ñao degenerado do campo vetorial(δ ∗,δ ∗
x +Bδ ∗

y ), ent̃ao

indq0(GGy,Gp,Gx + pGy) = 2[Tδ ∗(x0,y0)].

(ii) Se q0 é um zero ñao degenerado do campo vetorial(δ ∗
x ,δ ∗

y ), ent̃ao

indq0∇G = −ind(x0,y0)(δ
∗
x ,δ ∗

y ).

Demonstraç̃ao: A demonstração segue usando as Equações (4.7) e (4.8).�

Dada uma equação da forma 7.3 sempre é possı́vel achar umaperturbação de G, da forma

Gt(x,y, [dx,dy]) = −dy2 +2Bt(x,y)dydx+Ct(x,y)dx2,

tal que 0 é um valor regular do campo vetorial(δ ∗
t ,δt

∗
x +Btδt

∗
y), para todo t perto do zero, onde

δ ∗
t (x,y) = (B2

t +Ct)(x,y), isto é,Gt é uma perturbação boa de G.

Teorema 7.5.Seja a(0,0) 6= 0 e0 um zero isolado do campo vetorial(δ ,aδx−bδy). Ent̃ao,

I(F,0) =
1
2

Ind0(GGy,Gp,Gx + pGy)−
1
2

Ind0∇G.

Demonstraç̃ao: SejaGt uma perturbação boa deG tal que 0 seja um valor regular do campo

vetorial(δ ∗
t ,δt

∗
x +Btδt

∗
y). Então, pelo Teorema 2.2,

Ind0(GGy,Gp,Gx + pGy) = ∑ indqi
(GtGt y,Gt p,Gtx + pGt y). (7.4)

Segue do Lema 4.4 que (7.4) é igual a

∑
Gt(qi)=0

indqi (GtGt y,Gt p,Gt x + pGt y)+ ∑
Gt y(qi)=0

indqi (GtGt y,Gt p,Gtx + pGt y) (7.5)
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Por outro lado,

∑
Gt y(qi)=0

indqi (GtGt y,Gt p,Gt x + pGt y) = ∑
Gt(qi)>0

indqi ∇Gt − ∑
Gt(qi)<0

indqi ∇Gt .

Assim, Ind0(GGy,Gp,Gx + pGy)− Ind0∇G é igual a

∑
Gt(qi)=0

indqi (GtGt y,Gt p,Gt x + pGt y)−2 ∑
Gt(qi)<0

indqi ∇Gt .

Portanto, pelo Lema 7.4,

I(F,0) =
1
2

Ind0(GGy,Gp,Gx + pGy)−
1
2

Ind0∇G.

�

Teorema 7.6.Seja a(0,0) 6= 0 e0 um zero isolado do campo vetorial(δ ,aδx−bδy). Ent̃ao,

I(F,0) = sign[Fpp(0)] ·
1
2

Ind0∇F +
1
2

i0ω|M .

Demonstraç̃ao: Sejag = −1
a. ComoG = gF, então

(GGy,Gp,Gx + pGy) = (ggyF
2 +g2FFy,gFp, [gx + pgy]F +g[Fx + pFy])

(Gx,Gy,Gp) = (gxF +gFy,gyF +gFy,gFp).

Considere as seguintes homotopiasH,H1 : R
3× [0,1] −→ R

3 dadas por

H(q, t) = (tggyF
2+g2FFy,gFp, t[gx+ pgy]F +g[Fx+ pFy])(q, t)

H1(q, t) = (tgxF +gFx, tgyF +gFy,gFp)(q, t).

tais queH(q,0) = (g2FFy,gFp,g[Fx + pFy])(q) e H1(q,0) = (gFx,gFy,gFp)(q).

Repetindo o mesmo argumento da demonstração do Lema 6.12,temos que existe um aberto

U de 0 emR3 tal que, para todoq∈U −{0} e t ∈ [0,1], H(q, t) 6= 0 eH1(q, t) 6= 0. Então, pelo
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Teorema 2.1,

Ind0(FFy,Fp,Fx + pFy) = Ind0(GGy,Gp,Gx + pGy) e Ind0(gFx,gFy,gFp) = Ind0∇G.

Portanto, pelo Corolário 7.3 e o Teorema 7.5,I(F,0) = sign[Fpp(0)] · 1
2Ind0∇F + 1

2i0ω|M . �

É claro, pelo Teorema 6.18, queI(F,0) é invariante por difeomorfismos suaves no conjunto

de todas as equações diferenciais implı́citas comFpp(0) 6= 0.

Sejaξ = (Fp, pFp,−Fx− pFy) um campo vetorial definido emR3, o qual define um campo

vetorialξ |M emM dado pela restrição deξ emM. Sejaη = Fpdx+ pFpdy− (Fx + pFy)dp uma

1-forma definida emR3 e considereη|M a restrição da 1-formaη emM.

Os resultados dos Lemas 7.2 e 7.3 também são verdadeiros para a 1-formaη|M . Logo, se 0 é

um zero isolado da 1-formaη|M emM, entãoi0(η|M) = i0(ω|M).

Teorema 7.7.Seja0 um zero isolado do campo vetorialξ |M em M, ent̃ao ind0ξ |M = i0(ω|M).

Demonstraç̃ao: Usando o Proposição 2.23, ind0ξ |M = i0(η|M). Portanto, ind0ξ |M = i0(ω|M). �

Pelo teorema acima, obtemos que

I(F,0) = sign[Fpp(0)] ·
1
2

Ind0∇F +
1
2

ind0ξ |M.

7.2 A equaç̃aody2−δ (x,y)dx2 = 0

Um germe de equação diferencial implı́cita(F,0) tal queFpp(0) 6= 0 é equivalente, (ver [9],

proposição 3.2), à equação

E(x,y)[dx,dy] = dy2−δ (x,y)dx2 = 0. (7.6)

Ou, equivalentemente, qualquer equação diferencial binária para a qual nem todos os coefi-

cientes são nulos na origem reduz-se à forma normal (7.6).Para estudar equações diferenciais

binárias dadas na forma (7.6) é possı́vel utilizar métodos da Teoria de Singularidades para in-

terpretar os resultados obtidos anteriormente, em termos das singularidades da funçãoδ com

relação a uma classe de equivalência conveniente.
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SejaK o grupo de contato que age no gráfico de germes de funçõesδ : (R2,0) −→ R.

Indicaremos porK ∗ o subgrupo geométrico do grupo de contatoK formado pelos germes de

difeomorfismosH : (R3,0)−→ (R3,0) tais queH(x,y,z) = (h(x,y),θ(x,y,z)), ondeθ(x,y,0) =

0 eh : (R2,0)−→ (R2,0) é um germe de difeomorfismo tal queh(x,y) = (h1(x,y),h2(y)), (Note

queK ∗ coincide com o grupo de bifurcação [27]).

O espaço tangente deK ∗ emδ é o conjunto

T(δ ) = {aδ +bδx +cδy | a,b∈ E2 e c∈ E2 não depende dex}.

A K ∗-codimensão deδ , denotada porK ∗-cod(δ ) é definida porK ∗-cod(δ ) = dim E2
T(δ ) .

QuandoK ∗-cod(δ ) < ∞, dizemos queδ tem K ∗-codimensão finita. ComoK ∗ é um sub-

grupo geométrico, as teorias de determinação finita e desdobramento versal se verificam para

K ∗ (ver [17]).

Observemos que seδ : (R2,0)−→R é um germe de uma função analı́tica real tal queδ (0) =

δx(0) = 0, entãoδ éK ∗-estável se, e somente seδxx(0) 6= 0 eδy 6= 0 (ver [27]).

Proposiç̃ao 7.8. Seja(E,0) dada pela Equaç̃ao (7.6). Ent̃ao,0 é um ponto singular ñao dege -

nerado de E se, e somente se,δ (0) = δx(0) = 0 e δ éK ∗- est́avel.

Sejaδ : (R2,0)−→ R um germe analı́tico real tal que aK ∗- codimensão deδ é finita e seja

D : (R2×Rs,0) −→ R

(x,y,u) 7−→ D(x,y,u),

D(x,y,0) = δ (x,y), umaK ∗-deformação versal deδ . Indicaremos também porD um repre-

sentante deD definido em uma vizinhançaW×U , ondeW é vizinhança de 0 emR2 e U é

vizinhança de 0 emRs. O conjunto de bifurcação deD é o conjunto

B = {u∈U | Du : W −→ R, Du(x,y) = D(x,y,u), não éK
∗-estável}.

B é um conjunto analı́tico próprio deRs e o seu complementar tem um número finito de com-

ponentes conexas. Seu∈ Rs−B, entãoDu é estável. Qualquer caminhoα : (−ε,ε) −→ Rs tal

queαt ∈ Rs−B, t 6= 0, corresponde a uma perturbação boa da EDB (7.6), pois para todot 6= 0,
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as únicas singularidadesK ∗-estáveis deδ são pontos singulares não degenerados deE.

Sejam(E,0) uma EDB dada pela Equação (7.6) e 0 um zero isolado do campo vetorial

(δ ,δx). Então, pelo Teorema 6.9, o ı́ndice da EDB(E,0) é dado por

I(E,0) =
1
2

ind0(δδy,δx)+
1
2

ind0(δx,δy).

Como o númeroI(E,0) só depende do germeδ , então indicaremosI(E,0) por I(δ ,0).

Proposiç̃ao 7.9.Sejaδ1 : (R2,0)−→R, um germe analı́tico real. Seδ eδ1 sãoK ∗-equivalen -

tes, ent̃ao I(δ ,0) = I(δ1,0).

Demonstraç̃ao: A demonstração segue do Teorema 6.18.�

A seguinte tabela mostra as formas normais de germes suavesδ : (R2,0)−→R, K ∗-simples

(classificados em [33]). Completamos a tabela calculando osı́ndices das formas normais.

Forma normal deδ k I(δ ,0)

±x3±y2 0
xk±y par -1

2
k≥ 2 ı́mpar 0
−xk±y par 1

2
k≥ 2 ı́mpar 0

x2+yk par 0
k≥ 2 ı́mpar -1

2
x2−yk par -1
k≥ 2 ı́mpar -1

2
−x2 +yk par 0

k≥ 2 ı́mpar 1
2

−x2−yk par 1
k≥ 2 ı́mpar 1

2
xk±xy par -1
k≥ 3 ı́mpar -1

2
−xk±xy par 0

k≥ 3 ı́mpar -1
2

Tabela 7.1: Formas normaisK ∗-simples



Refer̂encias Bibliogŕaficas
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Hermann,Éditeurs Des Sciences et des Art (1990).

[4] J. Bochnak, M. Coste, M.-F. Roy,Real algebraic geometry,Springer-Verlag, Berlin (1998).

[5] J. W. Bruce, D. L. Fidal,On binary differential equations and umbilics,Proc. Roy. Soc.

Edinburgh Sect.A111,(1989), no. 1-2, 147-168.

[6] J. W. Bruce, M.A.S. Ruas, M.J. Saia,A Note on Determinacy,Proc. Amer. Math. Soc.

(1992), no. 3, 865-887.

[7] J. W. Bruce and F. Tari,On binary differential equations,Nonlinearity8, (1995), 255-271.

[8] J. W. Bruce and Farid Tari,Implicit Differential Equations From The Singularity Theory

Viewpoint, Singularities and Diferential equations,Banach Centre Publications, Volume

33, 23-38, Institute of Mathematics, Polish Academy of Sciences, Warszaw 1996.

[9] J. W. Bruce and F. Tari,On the multiplicity of implicit differential,J. of Differential Equa-

tions.148, (1998), 122-147.

[10] J. W. Bruce,On families of symmetric matrices,Mosc. Math. J.3, (2003),no. 2, 335-360.

[11] J. W. Bruce and F. Tari,On families of square matrices,Proc. London Math. Soc. (3)89,

(2004), 738-762.
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jeture.,Resenhas.3, (1998), 291-322.

[32] H. Hopf,Differential geometry in the large,Lectures Notes in Mathematics1000, (1971).

[33] B.L. Keyfitz, Classification of one-state-variable bifurcation problems up to codimension

seven,Dyn. Stab. Sys.1, (1986), 1-41.

[34] S. Lojasiewicz,Triangulations of semi-analytic,Ann. Sc. Norm. Super. Pisa, Cl. Sci. (3)

18 (1964), 449-474.

[35] S. Lojasiewicz,Ensemble semi-analytiques,Preprint I.H.E.S. (1965).

[36] J. Mather,Stability of C∞-mappings, III:finitely determined map-germs map-germsPubl.

Math. I.H.E.S.35, (1969), 127-156.
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Sci. Paris Sér. I Math.V. 303, 1986, no. 6, 239-241.
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